
数学物理方法讲义

邵鼎煜

复旦大学

2025 年春



目录

1 复数和复变函数 10

1.1 复数定义的动机 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 复数定义和基本运算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3 复平面 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4 极坐标 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.5 欧拉公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.6 复指数函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.7 复函数的映射表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.8 关于计算机软件 Mathematica 的使用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

1.9 辐角函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

1.10 分支与割线的简要总结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

1.11 复对数函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1.12 逆欧拉公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

1.13 莫瓦尔公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

1.14 复数乘法的矩阵表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2 解析函数 55

2.1 导数初步 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.2 开圆盘、去心开圆盘与开区域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.3 极限与连续函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2.4 无穷远点 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

2.5 复函数的导数与解析函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.6 柯西-黎曼方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

2.7 柯西-黎曼方程的递归性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

2.8 复变函数汇总 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

2



2.9 复合函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3 多变量微积分回顾 87

3.1 符号约定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.2 曲线的参数化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.3 向量场的曲线积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

3.4 格林定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4 复变积分 99

4.1 复变积分的基本概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

4.2 复变积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.3 复变积分的基本定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

4.4 路径无关性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.5 柯西定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

4.6 柯西定理的推广 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

4.7 柯西积分公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

4.8 导数柯西积分公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

4.9 柯西定理的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

4.10 导数柯西积分公式的证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

4.11 柯西积分公式的其他推论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

5 解析函数的无穷级数展开 139

5.1 复数级数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

5.2 函数级数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

5.3 几何级数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

5.4 幂级数的收敛性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

5.5 解析函数的泰勒展开 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

5.6 奇点 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

5.7 解析函数的洛朗展开 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

3



5.8 极点 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

6 留数定理及其应用 170

6.1 极点与零点 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

6.2 全纯函数与亚纯函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

6.3 留数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

6.4 柯西留数定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

6.5 无穷远点的留数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

6.6 留数定理的应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

6.7 无穷积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

6.8 三角函数的积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

6.9 包含割线的积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

6.10 柯西主值 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

6.11 圆弧积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

7 通过积分和级数定义的实函数回顾 222

7.1 通过积分定义的函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223

7.2 通过级数定义的函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228

8 伽马函数 232

8.1 解析延拓 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

8.2 伽马 Γ 函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238

8.3 黎曼 ζ 函数的定义与积分表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244

9 傅里叶变换 249

9.1 傅里叶级数回顾 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249

9.2 狄拉克 δ 函数回顾 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258

9.3 傅里叶变换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279

9.4 傅里叶变换的在求解微分方程中的应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295

4



10 拉普拉斯变换 300

10.1 拉普拉斯变换的定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300

10.2 拉普拉斯变换的收敛性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302

10.3 拉普拉斯变换的主要性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303

10.4 拉普拉斯变换在求解微分方程中的应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309

10.5 拉普拉斯逆变换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310

11 偏微分方程 314

12 微分方程在物理学中的应用 315

12.1 分离变量法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317

12.2 笛卡尔坐标系中的分量变量法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 320

12.3 柱坐标系中的分量变量法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323

12.4 球坐标系中的分量变量法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325

13 一阶微分方程 327

13.1 一阶微分方程的标准形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 328

13.2 积分因子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332

13.3 一阶线性微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337

14 二阶线性微分方程 343

14.1 线性性、叠加原理与解的唯一性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 344

14.2 朗斯基行列式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347

14.3 第二个解的构造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350

14.4 非齐次二阶线性微分方程的通解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353

14.5 施图姆-刘维尔理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 356

14.6 常系数线性微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 365

15 拉普拉斯方程：笛卡尔坐标系 377

15.1 解的唯一性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 378

5



15.2 笛卡尔坐标系中的拉普拉斯方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 380

16 拉普拉斯方程：球坐标系 391

16.1 弗罗贝尼乌斯方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393

16.2 勒让德多项式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 395

16.3 勒让德微分方程的第二个解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 405

16.4 完整解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 407

16.5 勒让德多项式的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412

16.6 勒让德多项式展开 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 420

16.7 物理实例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423

16.8 补充材料：多极展开（Multipole Expansion） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 428

17 拉普拉斯方程：柱坐标系 431

17.1 常微分方程的分离 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 432

17.2 贝塞尔微分方程的解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 434

17.3 贝塞尔方程的第二个解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 437

17.4 贝塞尔函数的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 439

17.5 贝塞尔函数展开 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 447

17.6 物理实例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 451

18 数学物理中的其他偏微分方程 455

18.1 热传导方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 456

18.2 薛定谔方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 462

18.3 波动方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 478

19 格林函数初步 481

19.1 傅里叶变换与格林函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 481

19.2 拉普拉斯算符的格林函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485

19.3 热传导方程的格林函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 486

6



19.4 波动方程的格林函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 488

20 变分法初步 490

20.1 变分问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 492

20.2 二次变分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 496

20.3 带约束的变分问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 498

7



1 复数和复变函数

1.1 复数定义的动机

方程 x2 = −1 在实数范围内没有解，但我们知道这个方程是自然出现的，我们希望使用它

的根。因此，我们引入一个新的符号来表示该方程的根，并称其为复数（complex number）。

定义 1.1 符号 ±i 代表方程 x2 = −1 的解。我们称这些新数为复数（complex numbers）。此外，

我们定义：
√
−1 := i. (1.1)

数 i 被称为虚数单位（imaginary unit）。在正式学习复数的代数和几何性质之前，我们先来

看一个简单的例子。

例 1.1 (求解二次方程) 求解方程：

z2 + z + 1 = 0. (1.2)

解： 应用求根公式：

z =
−1±

√
1− 4

2
=

−1±
√
−3

2
. (1.3)

由于
√
−1 = i，我们可以进一步化简：

z =
−1±

√
3i

2
. (1.4)

1.1.1 代数基本定理（Fundamental Theorem of Algebra）

引入复数的一个重要原因是，在允许复数根的情况下，每个多项式都具有预期的根数。这

一结论被称为代数基本定理（Fundamental Theorem of Algebra）。

定理 1.1 (代数基本定理) 设 P (x) 是一个次数为 n的复系数多项式：

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, an 6= 0. (1.5)

则 P (x) 在复数范围内恰好有 n个复根（若有重根，则按重数计算）。
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1.1.2 复数的历史故事

在 16 世纪上半叶，数学的态度和精神几乎没有发生任何变化，仍然延续了阿拉伯数学家的

传统，他们的工作主要集中在实用的算术计算上。欧洲数学家只是沿袭了阿拉伯人的研究方式，

并在此基础上有所扩展。此外，文艺复兴时期的技术进步促进了对三角函数表、天文观测等量

的进一步精确化。

到了 1500 年左右，零已被普遍接受为一个数，而无理数在计算中也得到了更自由的使用。

然而，人们仍然对无理数是否真正算作“数”感到困惑。德国数学家迈克尔·斯蒂费尔（Michael
Stifel, 1486?-1567）曾对此进行论证：

由于在几何证明中，当有理数无法满足要求时，无理数⋯⋯恰好可以证明那些有理数

无法证明的内容 . . .，我们不得不承认它们确实是数。

另一方面，. . .不能称为真正的数的是这样一种对象：它缺乏精确的十进制表示。

斯蒂费尔因此认为，只有整数或分数才可被称为真正的数，而无理数既非整数也非分数，因此

它们不是真正的数。甚至到了一个世纪后，帕斯卡（Pascal）、巴罗（Barrow）和牛顿（Newton）
仍然认为无理数应当从几何量的角度来理解，它们仅仅是没有独立存在意义的符号，而只是连

续几何量的象征。

负数的争议

在 16 至 17 世纪，数学家们同样对负数持怀疑态度，认为它们是“荒谬的”（absurd）。卡丹

（G. Cardan, 1501-1576），这位文艺复兴时期杰出的意大利数学家，虽然接受了负数作为方程的

解，但仍然将其称为“虚构的”（fictitious），而将正根称为真实的。16 世纪最重要的法国数学家之

一，律师出身的弗朗索瓦·韦达（François Viète, 1540-1603）则完全拒绝使用负数。法国数学家

笛卡尔（René Descartes, 1596-1650）部分接受了负数，但仍称负根为“虚假（false）解”，理由是

它们表示的数比“无（nothing）”还要小。

关于负数的一个有趣的反对意见来自安托万·阿尔诺（Antoine Arnauld, 1612-1694），他是

一位神学家兼数学家，也是帕斯卡的挚友。阿尔诺质疑比值关系 −1 : 1 = 1 : (−1)，他的理由是

−1 小于 +1，那么一个较小的数怎么能与一个较大的数形成与反向相同的比例关系呢？

复数的诞生

在尚未完全克服对无理数和负数的困惑时，欧洲数学家又遇到了新的难题——复数！在求

解二次方程时，他们自然而然地扩展了平方根运算。卡丹在其研究中提出了这样一个问题：将

10 分成两部分，使其乘积为 40。这个问题可表述为方程

x(10− x) = 40 (1.6)

该方程的解为 x = 5±
√
−15。他计算后写道：

暂且抛开计算过程中的精神折磨，我们将这两个根相乘，结果得到 25− (−15) = 40。

9



但他随后又写道：

算术的微妙推演继续前行，尽管其最终结果，正如人们所说的那样，既精妙又无用。

笛卡尔也拒绝接受复数，并称其为假想的（imaginary）。即使是牛顿，也没有赋予复数实际

意义，可能是因为在他的时代，复数尚未有明确的物理解释。复数所带来的困惑可以从莱布尼

茨（Gottfried Wilhelm Leibniz）的经典言论中窥见一斑：

神圣的精神以一种非凡的方式在这一分析的奇迹中展现出来，这是一种理想世界的预

兆，是存在与非存在之间的两栖生物，我们称之为负单位的虚根。

复数在其诞生之初饱受质疑，但最终成为数学的重要基石，并在后世的数学分析、物理学、

电子工程等诸多领域中发挥了至关重要的作用。

1.1.3 复数在量子物理中的重要性

在经典力学或麦克斯韦理论中，复数有时是有用的，但并非必需。它们的动力学变量（对应

于可测量的物理量）都不是复数。事实上，在物理学中，所有测量结果都是实数。然而，在量子

力学中，复数却是基本的。

薛定谔方程中的复数 薛定谔方程

iℏ
∂Ψ

∂t
= ĤΨ (1.7)

显式地涉及虚数单位 i，这使得方程无法仅有实数解。实际上，波函数（作为量子力学的动力学

变量）本身是一个复函数，波函数可以依赖于粒子的位置 x 和时间 t，即：

Ψ(x, t) ∈ C, 对于所有的 x 和 t. (1.8)

在空间的每个点以及任意时刻，波函数的值是一个复数。薛定谔方程的解允许 Ψ 以波的形式存

在。常见的波动方程涉及对时间的二阶偏导数，而薛定谔方程只涉及时间一阶偏导数，其中 i作

为乘子出现在时间导数前。

由于复数不能被直接测量，因此波函数与物理可观测量之间的关系是间接的。玻恩（Born）
提出了一种自然的解释：概率应当始终是非负实数，而概率的计算方式是取波函数的模的平方。

若量子系统的波函数为 Ψ，那么某些可能事件发生的概率由 |Ψ|2 计算。因此，波函数 Ψ 通常被

称为概率幅（probability amplitude）。薛定谔方程本身并不是一个描述概率演化的方程，而是描

述概率幅演化的方程。
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1.2 复数定义和基本运算

定义 1.2 复数（Complex numbers）定义为所有形如1

z := x+ i y

的数的集合，其中 x和 y 为实数。

我们用 C 表示所有复数的集合。

我们称 x为 z 的实部，记作 x = Re(z)。

我们称 y 为 z 的虚部，记作 y = Im(z)。注意: z 的虚部是一个实数，它不包含 i。

基本的算术运算遵循标准规则，只需记住 i2 = −1。

加法: (3 + 4i) + (7 + 11i) = 10 + 15i

减法: (3 + 4i)− (7 + 11i) = −4− 7i

乘法: (3 + 4i)(7 + 11i) = 21 + 28i+ 33i+ 44i2 = −23 + 61i，其中 44i2 = −44。

1.2.1 复共轭

复共轭（Complex conjugation）可以用一个上横线或右上角 ∗ 表示，定义如下：

x+ iy := x− iy

如果 z = x+ iy，则其复共轭为 z∗ = z̄ := x− iy。

例 1.2
3 + 5i = 3− 5i.

以下是一个非常有用的复共轭性质：如果 z = x+ iy，则

zz = (x+ iy)(x− iy) = x2 + y2

注意，zz 是实数。我们将在下一个例子中利用这个性质来帮助做除法运算。

例 1.3 将 3+4i
1+2i 写成标准形式 x+ iy。

解： 使用复共轭的性质来化简分母

3 + 4i

1 + 2i
=

3 + 4i

1 + 2i
· 1− 2i

1− 2i
=

11− 2i

5
=

11

5
− 2

5
i.

1本讲义中，我们使用符号 := 表示定义。
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1.2.2 复数的模

复数 x+ iy 的模（magnitude）定义为

|z| :=
√
x2 + y2 =

√
zz̄

例 1.4
3 + 5i的模为

√
9 + 25 =

√
34.

12



1.3 复平面

1.3.1 复数的几何表示

由于描述复数 z = x+ iy 需要两个数 x和 y，我们可以将复数视为 xy-平面上的点。当我们

这样做时，我们称之为复平面。因为 x 是 z 的实部，所以我们称 x-轴为实轴。同样，y-轴为虚

轴。

实轴（real axis）

虚轴（Imaginary axis）

z = x+ iy = (x, y)

r

x

y

θ

1.3.2 三角不等式

三角不等式指出，对于一个三角形，任意两边的长度之和大于第三边的长度。

三角不等式: |AB|+ |BC| > |AC|

对于复数，三角不等式可以转换为关于复数模的关系。具体来说，对于复数 z1 和 z2，有

|z1|+ |z2| ≥ |z1 + z2|

当且仅当 z1 和 z2 中有一个为零，或 z1 和 z2 位于同一射线上时，才取等号。
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1.4 极坐标

在上图中，我们标记了从原点到点 z = x+ iy 的向量的长度 r 和极角 θ。这些与之前看到的

极坐标相同。对于 r 和 θ 有多个同义词：

r = |z| = 模 = 长度 = 绝对值

θ = arg(z) = 复数z 的辐角 = 极角

例 1.5 我们为一些复数 z, r 和 θ 制作一个表格。注意，θ 并不唯一定义，因为我们总是可以为 θ

加上 2π 的倍数，且仍然位于平面上的同一点。

z = a+ bi r θ 解释

1 1 0, 2π, 4π, . . . 辐角 = 0,意味着z 在x-轴上

i 1 π/2, π/2 + 2π, . . . 辐角 = π/2,意味着z 在y-轴上

1 + i
√
2 π/4, π/4 + 2π, . . . 辐角 = π/4,意味着z 在x-轴的45◦ 射线上

当我们想要明确指明 θ 的值时，我们会指定辐角的范围。例如，0 ≤ θ < 2π 或 −π < θ ≤ π。

辐角的分支（branch）将成为复分析的关键要求之一。
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1.5 欧拉公式

欧拉公式（Euler’s formula）联系了复数指数、极坐标以及正弦和余弦函数。它将繁琐的三

角恒等式转化为简洁的指数规则。公式如下：

eiθ = cos(θ) + i sin(θ) (1.9)

有许多不同的方法可以推导欧拉公式。我们可以直接将上式作为复指数的定义，同时证明

这是一个“好”的定义。为了证明这一点，我们需要展示 eiθ 符合指数的所有常见规则。因此，我

们将系统地检查指数的性质，并验证它们在复指数的情况下是否成立。

1.5.1 eiθ 具有指数的性质

我们将展示 eiθ 确实遵循指数函数的基本性质。

性质 1: eit 的导数符合指数的微分规则：

deit

dt
= ieit (1.10)

证明： 这直接来源于欧拉公式的定义：

deit

dt
=

d

dt
(cos(t) + i sin(t))

= − sin(t) + i cos(t)

= i(cos(t) + i sin(t))

= ieit

(1.11)

证毕。

性质 2: 当 t = 0 时：

ei·0 = 1 (1.12)

证明： 这直接来源于欧拉公式的定义：

ei·0 = cos(0) + i sin(0) = 1. (1.13)

证毕。

性质 3: 指数的加法规则成立：

eiaeib = ei(a+b) (1.14)

证明： 这个结论依赖于正弦和余弦的加法公式以及欧拉公式：

eia · eib = (cos a+ i sin a)(cos b+ i sin b)

= cos a cos b− sin a sin b+ i(cos a sin b+ sin a cos b)

= cos(a+ b) + i sin(a+ b)

= ei(a+b)

(1.15)

证毕。
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性质 4: eiθ 的定义与 ex 的幂级数一致。

证明： 回顾 ex、cosx和 sinx的幂级数：

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ . . .

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . .

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− . . .

(1.16)

现在我们可以写出 eiθ 的幂级数，并将其拆分为正弦和余弦的幂级数：

eiθ =

∞∑
n=0

(iθ)n

n!

=

∞∑
k=0

(−1)k
θ2k

(2k)!
+ i

∞∑
k=0

(−1)k
θ2k+1

(2k + 1)!

= cos(θ) + i sin(θ)

(1.17)

因此，欧拉公式的定义与 ex 的幂级数一致，证毕。

以上性质 1 到 4 说明了 eiθ 确实具有指数函数的性质。

1.5.2 复指数与极坐标表示

现在让我们来看极坐标与复指数之间的关系。假设复数 z = x + iy 具有极坐标形式 (r, θ)，

即

x = r cos(θ), y = r sin(θ).

因此，我们得到以下重要关系：
z = x+ iy

= r cos(θ) + ir sin(θ)

= r(cos(θ) + i sin(θ))

= reiθ.

(1.18)

这个公式非常重要，务必理解它。我们也可以省略中间步骤，直接记为：

z = x+ iy = reiθ (1.19)

由于 r 和 θ 是点 (x, y) 的极坐标，我们称 z = reiθ 为复数 z 的极坐标形式。

现在我们来验证，复数的模、辐角、共轭、乘法和除法在极坐标下的计算变得非常简单。

模（Magnitude）
对于单位指数 eiθ： ∣∣∣eiθ∣∣∣ = 1. (1.20)
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证明： 由欧拉公式： ∣∣∣eiθ∣∣∣ = | cos(θ) + i sin(θ)|

=

√
cos2(θ) + sin2(θ)

= 1.

(1.21)

这意味着 eiθ 总是位于单位圆！同样，如果 z = reiθ，则

|z| = r. (1.22)

辐角（Argument）
如果 z = reiθ，那么

arg(z) = θ. (1.23)

共轭（Conjugate）
复数 z = reiθ 的共轭为：

z = re−iθ. (1.24)

证明： 由共轭的定义：
z = r(cos(θ) + i sin(θ))

= r(cos(θ)− i sin(θ))

= r(cos(−θ) + i sin(−θ))

= re−iθ.

(1.25)

这表明共轭运算会改变复数辐角的正负号。

乘法（Multiplication）
如果 z1 = r1e

iθ1，z2 = r2e
iθ2，则：

z1z2 = r1r2e
i(θ1+θ2). (1.26)

这个结论非常直观：两个复数相乘时，它们的模相乘，辐角相加。

除法（Division）
同理，对于两个复数的除法：

z1
z2

=
r1
r2
ei(θ1−θ2). (1.27)

也就是说，两个复数相除时，它们的模相除，辐角相减。

例 1.6 (乘以 2i) 考虑一个简单但重要的例子。我们从几何直觉上知道，复数 2i 具有模 |2i| = 2

和辐角 Arg(2i) = π
2（主分支）。因此，它的极坐标形式为：

2i = 2eiπ/2. (1.28)

这意味着乘以 2i的作用是将复数的模放大 2 倍，并使其辐角增加 π/2，即逆时针旋转 90◦。如下

图所示：

17



例 1.7 (幂运算) 计算：

(1 + i)6 和

(
1 + i

√
3

2

)3

.

解: 复数 1 + i的模为：

|1 + i| =
√
2, arg(1 + i) =

π

4
+ 2πn, 其中 n = 0,±1,±2, . . .

因此：

1 + i =
√
2eiπ/4.

计算其幂：

(1 + i)6 =
(√

2eiπ/4
)6

= 8e6iπ/4 = 8e3iπ/2 = −8i. (1.29)

类似地，已知：

1 + i
√
3

2
= eiπ/3+i2πn, 其中 n = 0,±1,±2, . . .

则： (
1 + i

√
3

2

)3

=
(
eiπ/3

)3
= eiπ = −1. (1.30)

1.5.3 复数化（Complexification）或复数替换（Complex Replacement）方法

在下一个例子中，我们将演示复数化（complexification）或复数替换（complex replacement）
技巧。这一技巧可用于简化三角函数积分，在计算某些积分时会非常有用。

例 1.8 使用复数替换计算：

I =

∫
ex cos(2x) dx. (1.31)

解: 我们利用欧拉公式：

e2ix = cos(2x) + i sin(2x), (1.32)

因此：

cos(2x) = Re
(
e2ix

)
. (1.33)

复数替换技巧的核心是将 cos(2x) 用 e2ix 代替，从而定义一个辅助积分：

Ic =

∫
ex cos(2x) + iex sin(2x) dx. (1.34)
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我们有：

I = Re (Ic) . (1.35)

计算 Ic 较为直接：

Ic =

∫
exei2x dx =

∫
ex(1+2i) dx. (1.36)

积分结果为（忽略常数项）：

Ic =
ex(1+2i)

1 + 2i
. (1.37)

直角坐标计算方法 我们可以将分母实数化：

Ic =
ex(1+2i)

1 + 2i
· 1− 2i

1− 2i

=
ex(cos(2x) + i sin(2x))(1− 2i)

5

=
1

5
ex (cos(2x) + 2 sin(2x) + i(−2 cos(2x) + sin(2x))) .

(1.38)

因此，取实部：

I = Re(Ic) =
1

5
ex[cos(2x) + 2 sin(2x)]. (1.39)

极坐标计算方法 在实际应用中，我们更倾向于使用极坐标表示，因为它更简洁，并且通常能更

直观地给出结果。在极坐标中，我们写：

1 + 2i = reiϕ, (1.40)

其中：

r =
√
5, ϕ = arg(1 + 2i). (1.41)

那么：

Ic =
ex(1+2i)

√
5eiϕ

=
ex√
5
ei(2x−ϕ) =

ex√
5
(cos(2x− ϕ) + i sin(2x− ϕ)). (1.42)

因此，取实部：

I = Re(Ic) =
ex√
5
cos(2x− ϕ). (1.43)

1.5.4 N次根（Nth Roots）

我们需要能够求解复数的 N 次根，即解形如

zN = c (1.44)

的方程，其中 c 是已知复数。最方便的方法是将 c 和 z 表示为极坐标形式：

c = Reiϕ, z = reiθ.

代入后，方程变为：

rNeiNθ = Reiϕ. (1.45)
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由于等式两边的复数必须相等，所以它们的模必须相等，并且它们的辐角只能相差 2π的整数倍，

因此：

r = R1/N , Nθ = ϕ+ 2πn, 其中 n = 0,±1,±2, . . . (1.46)

解得：

θ =
ϕ

N
+

2πn

N
. (1.47)

例 1.9 求 2 的 5 次方根。

解: 设 c = 2，则 R = 2 且 ϕ = 0。因此，5 次方根为：

zn = 21/5e2πin/5, 其中 n = 0,±1,±2, . . . (1.48)

注意，当 n = 5 时，

21/5e2πi = 21/5e0,

它与 n = 0 时的根相同。同理，n = 6 对应 n = 1 的根，依此类推。因此，总共有 5 个不同的根，

对应于 n = 0, 1, 2, 3, 4：

zn = 21/5, 21/5ei2π/5, 21/5ei4π/5, 21/5ei6π/5, 21/5ei8π/5. (1.49)

一般情况 复数 c = Reiϕ 具有 N 个不同的 N 次根：

zn = R1/Nei(ϕ/N+2πn/N), 其中 n = 0, 1, 2, . . . , N − 1. (1.50)

例 1.10 求 1 的 4 次方根。

解: 需解方程 z4 = 1，因此 ϕ = 0。4 个不同的 4 次方根的极坐标形式为：

zn = 1, eiπ/2, eiπ, ei3π/2. (1.51)

转换为直角坐标表示：

zn = 1, i,−1,−i. (1.52)

例 1.11 求 −1 的 3 次方根。

解: 由于

−1 = eiπ+i2πn,

所以：

zn = eiπ/3+i2πn/3, 其中 n = 0, 1, 2. (1.53)

因此 3 个三次方根分别是：

eiπ/3, eiπ, ei5π/3. (1.54)

转换为直角坐标：

eiπ/3 = cos(π/3) + i sin(π/3) =
1

2
+ i

√
3

2
. (1.55)

最终解为：

zn = −1,
1

2
+ i

√
3

2
,

1

2
− i

√
3

2
. (1.56)
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例 1.12 求 1 + i的 5 次方根。

解: 由于：

z5 = 1 + i =
√
2ei(π/4+2nπ). (1.57)

其中 n = 0, 1, 2, 3, 4，因此 5 次方根为：

21/10eiπ/20, 21/10ei9π/20, 21/10ei17π/20, 21/10ei25π/20, 21/10ei33π/20. (1.58)

例 1.13 验证我们的方法是否正确，求 4 的平方根。

解: 需解方程：

z2 = 4ei2πn. (1.59)

因此：

zn = 2eiπn, n = 0, 1. (1.60)

得到两个根：

z0 = 2e0 = 2, z1 = 2eiπ = −2. (1.61)

这与我们熟知的结果一致。

1.5.5 N次根的几何意义

从上面的例子可以看出，所有的根均均匀分布在以原点为中心的圆上。例如，1 + i 的 5 次

方根沿圆周等间隔排列，相距 2π/5 弧度。

(a) -1 的三次方根（Cube roots of -1） (b) 1 + i的五次方根（Fifth roots of 1 + i）

图 1: 不同复数的 N 次方根在复平面上的分布
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1.6 复指数函数

欧拉公式表明：

eiθ = cos(θ) + i sin(θ). (1.62)

我们可以将其推广到复指数函数 ez 的定义。

1.6.1 复指数函数的定义

对于复数 z = x+ iy，复指数函数定义为：

ez = ex+iy = exeiy = ex(cos y + i sin y). (1.63)

其中，ex 是通常的实指数函数。

根据该定义，复指数函数满足所有通常的指数运算规则：

e0 = 1

ez1+z2 = ez1ez2

(ez)n = enz （对任意正整数 n成立）

(ez)−1 = e−z

此外，指数函数还满足微分性质：
dez

dz
= ez. (1.64)

不过，在我们定义复数微分 d
dz 之前，暂无法正式证明该性质。

单位复指数的模长 ∣∣∣eiθ∣∣∣ = 1. (1.65)

证明： 由欧拉公式：∣∣∣eiθ∣∣∣ = | cos θ + i sin θ| =
√
cos2 θ + sin2 θ = 1. (1.66)

一般复指数的模长 ∣∣ex+iy∣∣ = ex. (1.67)

证明： 由定义： ∣∣ex+iy∣∣ = ∣∣exeiy∣∣ = ex
∣∣eiy∣∣ = ex · 1 = ex. (1.68)
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复指数路径 eit 在 0 < t <∞ 时，在单位圆上逆时针无限次缠绕单位圆。如下图所示：

图 2: 映射 t→ eit 将实轴绕单位圆无限次缠绕。
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1.7 复函数的映射表示

复函数 w = f(z) 难以在图上直接绘制，因为它涉及 4 维空间（z 平面 2 维，w 平面 2 维）。

因此，我们将复函数视为映射，即将 z 平面上的点映射（mapping）到 w 平面上的点。

我们使用以下术语和符号来描述映射：

函数 w = f(z) 也称为从 z 到 w 的映射。

我们可以用 z 7→ w 或 z 7→ f(z) 来表示映射，读作“z 映射到 w（z maps to w）”。

可以说“w 是 z 在映射下的像（image）”或简单地说“w 是 z 的像”。

如果 z 平面上有一个点集，我们可以讨论该集合在映射下的像。例如，在映射 z 7→ iz 下，

虚轴被映射为实轴。

图 3: 映射 z 7→ iz 使得虚轴映射到实轴。

例 1.14 映射 w = z2：研究映射 w = z2 的几何特性，我们将 z 平面（左）和 w 平面（右）进行

对比，绘制不同的曲线及其对应的像。

射线映射

图 4: 函数 f(z) = z2 将射线映射为射线，并使角度翻倍。

• 通过 z2 映射，从原点出发的射线仍然映射为射线。

• 例如，角度为 π/4 的射线 L2 映射到角度为 π/2 的射线。
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• 每对方向相反的射线映射到相同的方向，例如 L2 和 L6。

• 一般来说，角度为 θ 的射线会被映射到角度为 2θ 的射线。

垂直线映射为抛物线

图 5: z2 = (x2 − y2) + i2xy 将垂直直线映射为开口向左的抛物线。

• 第一象限中的垂直条带映射为第一象限和第二象限中的抛物线条带。

解： 考虑复变函数映射

w = z2 = (x+ iy)2. (1.69)

展开后，得到

w = x2 − y2 + i2xy. (1.70)

分别取实部和虚部：

u = x2 − y2, v = 2xy. (1.71)

从虚部方程 v = 2xy 得到

y =
v

2x
. (1.72)

将其代入实部方程：

u = x2 −
( v
2x

)2
. (1.73)

整理：

u+
v2

4x2
= x2. (1.74)

两边乘以 4x2：

v2 = 4x2(x2 − u). (1.75)

令 x2 = c，其中 c为固定参数（垂直线），则抛物线的方程变为：

u =
v2

4c
+ c. (1.76)

这表明，对于每个固定的 c，变换后的图像是一条向左开口的抛物线，这些抛物线的顶点

在 (u, v) = (c, 0) 处。
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第一象限与第二象限映射

图 6: f(z) = z2 将第一象限和第二象限映射到整个复平面。

• 第一象限和第二象限的垂直条带被映射到整个复平面。

第一象限与第四象限的映射

图 7: 第四象限的垂直条带映射与第二象限的映射完全相同。

• 第四象限的垂直条带，其映射与第二象限完全相同。

• 这是因为 f(−z) = (−z)2 = z2，即平方映射不会改变符号。

定义 1.3 (去心平面（Punctured Plane）) 不包含原点的的复平面称为为去心平面（punctured plane），
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记作：

C− {0} 或 C/{0}.

例 1.15 映射 w = ez：

指数函数如何映射直线？

图 8: 指数函数 w = ez 的映射特性。

• 垂直直线：映射为以原点为中心的同心圆。

• 水平直线：映射为从原点出发的射线。

指数函数如何映射水平条带？

图 9: 水平条带 0 ≤ y < 2π 被指数函数映射为去心平面。

• 指数函数可以将水平条带映射为扇形区域。

• 任何宽度为 2π 的水平条带都会被映射为去心平面。

1.8 关于计算机软件Mathematica的使用

Mathematica 是主流的符号运算软件，该软件可以说几乎是理论物理研究中必备的软件，此

外该软件也含盖了诸多数值运算功能。在本节中，我们将简要介绍如何使用 Mathematica 绘制复
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图 10: 水平条带 −π < y ≤ π 也被映射为去心平面。

变函数的映射图像。2

下面的 Mathematica 代码可以展示复变函数映射 w = z2 对网格线的变换，感兴趣的同学可

以尝试不同类型的函数：

(* 定义颜色列表 *)
colors = {Blue, Orange, Pink, Cyan, Green, Purple};

(* 定义原始的垂直线 *)
gridLines = Table[

{colors[[Mod[i, Length[colors]] + 1]],
Line[{{x, 0.5}, {x, 4}}]},

{i, 1, 10}, {x, 0.5 + (i - 1)*0.5, 0.5 + (i - 1)*0.5}];

(* 变换函数 w = z^2 *)
transform[z_] := z^2;

(* 对垂直线进行变换，保持颜色一致 *)
transformedGridLines = Table[

{colors[[Mod[i, Length[colors]] + 1]],
Line[ReIm /@ Table[transform[x + I y], {y, 0.5, 4, 0.2}]]},

{i, 1, 10}, {x, 0.5 + (i - 1)*0.5, 0.5 + (i - 1)*0.5}];

(* 绘制原始区域 *)
originalPlot = Graphics[gridLines , Axes -> True,

AxesLabel -> {"Re(z)", "Im(z)"}, PlotLabel -> "原始区域"];

(* 绘制变换后的区域 *)
transformedPlot = Graphics[transformedGridLines , Axes -> True,

AxesLabel -> {"Re(w)", "Im(w)"}, PlotLabel -> "映射后的区域"];

2其公司 Wolfram Research 还运营了一个包含各种标准数学函数的百科网站：functions.wolfram.com，及各种数学资源

百科网站：mathworld.wolfram.com ，同学们可以参考。
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(* 并排显示原始区域和变换后的区域 *)
GraphicsRow[{originalPlot , transformedPlot}]

下面是 Mathematica 运行代码后生成的图像：

2 3 4 5
Re(z)

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

Im(z)

原始区域

-10 10 20
Re(w)

10

20

30

Im(w)

映射后的区域

图 11: 复变函数映射 w = z2 对网格线的变换
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1.9 辐角函数

1.9.1 多对一函数（Many-to-One Functions）

函数 f(z) = z2 将 ±z 映射到相同的值。例如：f(2) = f(−2) = 4. 我们称 f(z) 是一个二对

一（2-to-1）函数，即每个值对应 2 个不同的输入值。（严格来说，它只将一个点映射到 0，但我

们暂且忽略这一点。）以下是其他多对一函数的示例：

例 1.16 三对一函数 w = z3

函数 w = z3 是一个三对一函数。例如，三个不同的 z 值可以映射到相同的 w = 1：

13 =

(
−1 +

√
3i

2

)3

=

(
−1−

√
3i

2

)3

= 1.

例 1.17 指数函数 w = ez 的多重映射

函数 w = ez 将无穷多个不同的点映射为相同的值。例如：

e0 = e2πi = e4πi = · · · = e2nπi = · · · = 1,

eiπ/2 = eiπ/2+2πi = eiπ/2+4πi = · · · = eiπ/2+2nπi = · · · = i.

一般而言，对于每个整数 n，我们有：

ez+2nπi = ez.

1.9.2 辐角函数的分支（Branches）

重要说明 这一节的内容非常重要，arg(z) 的分支是之前所有例子的核心概念。每个 z 具有无

穷多个可能的辐角值，因此我们称 arg(z) 是一个多值函数（multiple-valued function）。为了使

arg(z) 成为单值函数，我们需要选择一个特定的分支（branch）。

定义 1.4 辐角函数的一个分支，指的是选择一个范围，使得 arg(z) 变成单值函数（single-valued
function）。指定一个分支意味着，我们只考虑落在该分支范围内的 arg(z) 值。

让我们来看几个不同的分支，以理解它们的工作方式：

取分支 0 ≤ arg(z) < 2π

在这个分支下，arg(z) 的值如下：

arg(1) = 0, arg(i) =
π

2
, arg(−1) = π, arg(−i) = 3π

2
.

该分支及其对应点在图12中表示。如果从正实轴上的 z = 1 开始，arg(z) = 0，然后 arg(z)

在逆时针方向增加，直到回到正实轴，此时 arg(z) 从接近 2π 跳回 0。这种不连续性是无法

避免的。如果希望 arg(z) 连续，我们需要去除不连续点，即设定割线（branch cut）。在图

中，割线显示为粗橙色线。若做此切割，则 arg(z) 的定义域为去掉该割线的复平面。
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图 12: 分支 0 ≤ arg(z) < 2π 的 arg(z) 函数。

取分支 −π < arg(z) ≤ π

在这个分支下，arg(z) 的值如下：

arg(1) = 0, arg(i) =
π

2
, arg(−1) = π, arg(−i) = −π

2
.

该分支及其对应点在图13中显示。比较图12和图13：
在上半平面中，arg(z) 的值相同。

但在下半平面中，arg(z) 相差 2π。

在该分支中，割线位于负实轴上。当跨过割线时，arg(z) 从 π 瞬间跳变为接近 −π。

图 13: 分支 −π < arg(z) ≤ π 的 arg(z) 函数。

割线的多种可能性

割线不一定是一条直线，任何从原点延伸到无穷远的曲线都可以作为割线。当 z 穿过割线

时，arg(z) 发生 2π 的突变。
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1.9.3 主分支（Principal Branch of arg(z))

在上一节的多个分支中，分支 −π < arg(z) ≤ π 被单独挑选出来，并赋予一个特定的名称。

定义 1.5 (主分支) 分支−π < arg(z) ≤ π被称为主分支（principal branch）。我们使用大写Arg(z)

来表示 arg(z) 的主分支。
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1.10 分支与割线的简要总结

在前文中，我们讨论了 arg(z) 的分支与割线。在介绍 ln(z) 及其分支和割线之前，我们先对

这些概念进行简要回顾。3

考虑函数 w = f(z)，其中 z = x+ iy 且 w = u+ iv。

定义域（Domain）：f 的定义域是所有允许计算 f(z) 的 z 值的集合。

值域（Range）：f 的值域（或称像）是函数在定义域内的所有 f(z) 取值的集合，即 f 可到

达的所有 w 组成的集合。

分支（Branch）：对于一个多值函数，分支是对函数值域的选择，使得每个定义域内的元素

仅对应一个可能的函数值。

割线（Branch Cut）：割线是指从定义域中移除某些点，以去除函数的不连续点。

3建议在初步浏览本节内容后，继续阅读 ln(z) 章节，并在之后返回本节加深理解。
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1.11 复对数函数

本节的目标是定义对数函数 ln(z)（或表示为 log(z)）。我们希望 ln(z) 是指数函数 ez 的逆函

数，即满足：

eln(z) = z.

然而，我们将看到 ln(z) 是多值函数（multiple-valued function），因此在使用时需要指定一个分

支。

例 1.18 求 ln(1) 的所有可能值。

解： 我们知道：

e0 = 1, ⇒ ln(1) = 0.

同时，指数函数满足：

e2πi = 1, ⇒ ln(1) = 2πi.

事实上，ln(1) 可以取任何 2πi的整数倍：

ln(1) = 2nπi, n ∈ Z.

这个例子引导我们使用极坐标表示来定义 ln(z)。若 z = reiθ，则 ln(z) 取一个可能值为：

ln(z) = ln
(
reiθ

)
= ln(r) + iθ.

其中，ln(r) 是实数对数。

验证 eln(z) = z 根据上式，我们验证：

eln(z) = eln(r)+iθ

= eln(r)eiθ

= reiθ

= z.

定义 1.6 复对数函数 ln(z) 定义为：

ln(z) ≡ ln(|z|) + i arg(z),

其中 ln(|z|) 是通常的正实数自然对数。

由于 arg(z) 具有无穷多个可能取值，因此 ln(z) 也是多值函数。

ln(0) 未定义，因为 arg(0) 和 ln(|0|) 均未定义。

选择 arg(z) 的某个特定分支，可以使 ln(z) 成为单值函数。在这种情况下，我们称之为“对

数函数的一个分支”。
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主分支：

ln(z) = ln(|z|) + iArg(z), 其中 − π < Arg(z) ≤ π.

例 1.19 计算 ln(i) 的所有可能值，并找出主分支上的值。

解： 已知

|i| = 1, arg(i) =
π

2
+ 2nπ.

因此
ln(i) = ln(1) + i

π

2
+ i2nπ

= i
π

2
+ i2nπ, n ∈ Z.

主分支要求 arg(z) 取值范围为 −π < arg(z) ≤ π，因此：

Arg(i) =
π

2
.

所以，主分支上的 ln(i) 为：

ln(i) = i
π

2
.

例 1.20 计算 ln(−1−
√
3i) 的所有可能值，并找出主分支上的值。

解： 令 z = −1−
√
3i，则：

|z| = 2, arg(z) = −2π

3
+ 2nπ.

因此：

ln(z) = ln(2)− i
2π

3
+ i2nπ.

主分支上的值为：

ln(z) = ln(2)− i
2π

3
.

35



1.11.1 映射 w = ln(z)的图示

在图 14 中，我们看到一个点 z 被映射到（无限多个）不同的 w 值。图中展示了 ln(1)（蓝

色点）、ln(4)（红色点）、ln(i)（蓝色叉号）、ln(4i)（红色叉号）。主分支内的值位于 w-平面中的

阴影区域。注意，对于给定的 z，ln(z) 的不同取值在 w-平面上以 2πi 为间隔排列。

图 14: 映射 ln(z) : ln(1), ln(4), ln(i), ln(4i)

图 15 说明了主分支如何将去心平面映射到水平方向的条带 −π < Im(w) ≤ π。我们再次展

示 ln(1), ln(4), ln(i), ln(4i)的值。由于我们已选择了一个分支，因此每个对数值仅显示一个取值。

图 15: 映射 ln(z) : 主分支与去心平面
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图 16 展示了：

以原点为中心的圆在映射后变为竖直直线；

从原点出发的射线在映射后变为水平直线。

如果我们限制在主分支内：

圆被映射为竖直线段；

射线被映射到 w-平面主分支（阴影区域）中的单一水平线。

图 16: 映射 ln(z) : 圆与射线的映射

1.11.2 复数幂

我们可以使用对数函数定义复数幂（Complex Powers）。

定义 1.7 (复数幂) 设 z 和 a为复数，则 za 定义为：

za = ea ln(z) (1.77)

由于 ln(z) 通常是多值函数，因此要指定一个唯一的值，需要选择 ln(z) 的某个分支。

例 1.21 计算所有
√
2i的值，并给出主分支 ln(z) 对应的值。

解： 我们有

ln(2i) = ln
(
2e

iπ
2

)
= ln(2) + i

π

2
+ i2nπ (1.78)

因此： √
2i = (2i)1/2

= e
ln(2i)

2

= e
ln(2)
2

+ iπ
4
+inπ

=
√
2e

iπ
4
+inπ

(1.79)
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（其中 n为整数。）如前所见，该表达式只给出两个不同的值。由于主分支的 Arg(2i) = π/2，因

此： √
2i =

√
2e(

iπ
4 )

=
√
2
(1 + i)√

2

= 1 + i

(1.80)

另一个不同的值取 n = 1，其值为上述结果的相反数。

例 1.22 计算所有 i的三次方根，并给出主分支对应的值。

解： 由已知

ln(i) = i
π

2
+ i2nπ, 其中 n为整数。 (1.81)

因此

i1/3 = e
ln(i)
3 = ei

π
6
+i 2nπ

3 (1.82)

这给出了三个不同的值：

eiπ/6, ei5π/6, ei9π/6 (1.83)

其中，主分支对应的值取 ln(i) = iπ2，因此：

i1/3 = eiπ/6 =

√
3

2
+
i

2
(1.84)

例 1.23 计算所有 1i 的值，并确定主分支对应的值。

解： 该问题与前面的计算类似。由于：

ln(1) = 2nπi (1.85)

所以：

1i = ei ln(1) = ei2nπi = e−2nπ (1.86)

其中 n为整数。由于主分支取 ln(1) = 0，所以：

1i = 1 (1.87)
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1.12 逆欧拉公式

欧拉公式（Euler’s formula）提供了复指数函数与三角函数之间的关系。我们可以对其进行

变换，以得到逆欧拉公式（Inverse Euler Formula）。

eit = cos(t) + i sin(t) (1.88)

以及

e−it = cos(t)− i sin(t) (1.89)

通过加法与减法运算，我们可以得到：

cos(t) =
eit + e−it

2
(1.90)

sin(t) =
eit − e−it

2i
(1.91)

1.13 莫瓦尔公式

对于正整数 n，莫瓦尔公式（De Moivre’s Formula）如下：4

(cos(θ) + i sin(θ))n = cos(nθ) + i sin(nθ) (1.92)

证明： 该公式可以直接由欧拉公式推导得到：

(cos(θ) + i sin(θ))n =
(
eiθ
)n

= einθ = cos(nθ) + i sin(nθ) (1.93)

4历史上，莫瓦尔在欧拉公式被发现之前就已经提出了这个公式，因此该公式以他的名字命名。

39



1.14 复数乘法的矩阵表示

考虑两个复数 z1 = a+ bi 和 z2 = c+ di，它们的乘积如下：

z1z2 = (a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + i(bc+ ad) := ω (1.94)

现在我们定义两个矩阵：

Z1 =

[
a −b
b a

]
, Z2 =

[
c −d
d c

]
(1.95)

注意，这些矩阵存储了与复数 z1 和 z2 相同的信息。接下来，我们计算它们的矩阵乘积：

Z1Z2 =

[
a −b
b a

][
c −d
d c

]
=

[
ac− bd −(bc+ ad)

bc+ ad ac− bd

]
:=W (1.96)

比较矩阵W 和复数乘积的结果 ω，我们发现：

W 实际上是z1z2 对应的矩阵。

因此，我们可以将任意复数 z 以矩阵的形式表示为：

Z =

[
Re(z) − Im(z)

Im(z) Re(z)

]
(1.97)

在这种表示下，复数乘法变成了矩阵乘法。

此外，我们还可以将复数矩阵分解如下：

Z = Re(z)

[
1 0

0 1

]
+ Im(z)

[
0 −1

1 0

]
(1.98)

其中，虚数单位 i对应于矩阵：

I =

[
0 −1

1 0

]
(1.99)

并且 i2 = −1 变为矩阵乘法： [
0 −1

1 0

][
0 −1

1 0

]
= −

[
1 0

0 1

]
(1.100)

1.14.1 极坐标形式的矩阵分解

在极坐标表示中，我们有：

z = reiθ = r(cos θ + i sin θ) (1.101)
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相应的矩阵表示为：

Z = r

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
(1.102)

进一步分解为：

Z =

[
r 0

0 r

][
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
(1.103)

这表明，复数的乘法可以看作是伸缩因子 r 与二维旋转矩阵的乘积。特别地，乘以 i等价于

一个角度为 θ = π
2 且模长 r = 1 的旋转变换。5

5尽管我们不会经常使用复数的矩阵表示，但在某些情况下，这种表示可以帮助我们记忆特定的公式和数学性质。
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2 解析函数

2.1 导数初步

在微积分中，我们通过极限定义导数（derivative）。在复分析中，我们也采用相同的定义：

f ′(z) = lim
∆z→0

∆f

∆z
= lim

∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z
. (2.1)

在正式讨论导数之前，我们需要先探索并理解极限的概念。为此，我们先来看两个简单的

例子——一个是正面的，一个是负面的。

例 2.1 求函数 f(z) = z2 的导数。

解： 利用导数的极限定义进行计算：

lim
∆z→0

(z +∆z)2 − z2

∆z
= lim

∆z→0

z2 + 2z∆z + (∆z)2 − z2

∆z
. (2.2)

化简后得到：

lim
∆z→0

(2z +∆z) = 2z. (2.3)

因此，f ′(z) = 2z。

这是一个正面的例子，表明复变函数的导数可以像实数情况一样计算。接下来，我们来看

一个负面的例子，展示为何需要深入理解极限。

例 2.2 令 f(z) = z̄。说明该函数在 z = 0 处的导数极限不存在。

解： 尝试计算 f ′(0)：

f ′(0) = lim
∆z→0

f(∆z)− f(0)

∆z
= lim

∆z→0

∆z

∆z
. (2.4)

令 ∆z = ∆x+ i∆y，则：
∆z

∆z
=

∆x− i∆y

∆x+ i∆y
. (2.5)

现在，考虑 ∆z 以不同方式趋于零：

若沿着 x轴趋于零，即 ∆y = 0，则：

f ′(0) = lim
∆x→0

∆x

∆x
= 1. (2.6)

若沿着 y 轴趋于零，即 ∆x = 0，则：

f ′(0) = lim
∆y→0

−i∆y
i∆y

= −1. (2.7)

由于不同方向的极限值不同，我们得出结论：该极限不存在。因此，f(z) = z̄ 在 z = 0 处不

可导。
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这个例子说明，复变函数的极限依赖于路径，只有当所有路径的极限值一致时，该极限才

存在。因此，我们需要更深入地理解复分析中的极限概念。接下来，我们将探讨极限的性质。
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2.2 开圆盘、去心开圆盘与开区域

定义 2.1 (开圆盘（Open Disk）) 开圆盘指以 z0 为中心、半径为 r 的所有满足 |z − z0| < r 的点

的集合，即所有到 z0 的距离小于 r 的点。

定义 2.2 (去心开圆盘（Open Deleted Disk, Open Punctured Disk）) 去心开圆盘指在开圆盘的基

础上去掉中心点 z0 ，即所有满足 0 < |z − z0| < r 的点的集合。

图 17: 左图：以 z0 为中心的开圆盘；右图：以 z0 为中心的去心开圆盘。

定义 2.3 (开区域（Open Region）) 开区域是指复平面中一个集合 A，如果对于集合中的任意一

点，该点都可以被完全包含在集合 A内的某个开圆盘中，则称 A为开区域。我们通常省略” 开”
字，而直接称其为区域。

在图 18 中，左侧的集合 A 是一个开区域，因为对于 A 内的任意一点，我们都可以找到一

个小圆盘，使其完全包含在 A内。（虚线边界表示该边界不属于集合 A。）

相比之下，右侧的集合 B 不是一个开区域。请注意，图中标出的点 z 在边界上，因此它的

任意小圆盘都会包含 B 之外的点。

图 18: 左图：开区域 A；右图：B 不是开区域。
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2.3 极限与连续函数

2.3.1 极限的定义

定义 2.4 (极限（Limit）) 若 f(z) 在 z0 附近的去心圆盘内有定义，则称

lim
z→z0

f(z) = w0 (2.8)

当且仅当无论 z 以何种方向趋近于 z0，函数值 f(z) 都收敛于 w0。

图 19 展示了多个收敛于 z0 的点列。如果极限 limz→z0 f(z) = w0 存在，则 f(z) 必须沿着所

有这些点列趋向于 w0。

图 19: 收敛到 z0 的点列被映射为收敛到 w0 的点列。

例 2.3 许多函数的极限是显然的。例如：

lim
z→2

z2 = 4 (2.9)

以及

lim
z→2

z2 + 2

z3 + 1
=

6

9
=

2

3
. (2.10)

例 2.4 (极限不存在) 证明：

lim
z→0

z

z̄
= lim

z→0

x+ iy

x− iy
(2.11)

不存在。

解： 在实轴上，我们有：
z

z̄
=
x

x
= 1. (2.12)

因此，当 z 沿着实轴趋于 0 时，极限为 1。

另一方面，在虚轴上，我们有：

z

z̄
=

iy

−iy
= −1. (2.13)

因此，当 z 沿着虚轴趋于 0 时，极限为 −1。
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由于不同路径的极限不一致，因此

lim
z→0

z

z̄
(2.14)

不存在！

2.3.2 极限的性质

极限满足通常的性质。假设

lim
z→z0

f(z) = w1, lim
z→z0

g(z) = w2 (2.15)

则有6：

加法：

lim
z→z0

[f(z) + g(z)] = w1 + w2 (2.16)

乘法：

lim
z→z0

[f(z)g(z)] = w1 · w2 (2.17)

除法（若 w2 6= 0）：

lim
z→z0

f(z)

g(z)
=
w1

w2
(2.18)

复合函数极限（若 h(z) 在 w1 的邻域内连续）：

lim
z→z0

h(f(z)) = h(w1) (2.19)

我们可以用实部和虚部的函数来重新表述极限的定义。为此，我们将

f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y) (2.20)

并记

P = (x, y), P0 = (x0, y0), w0 = u0 + iv0 (2.21)

则

lim
z→z0

f(z) = w0 iff

limP→P0 u(x, y) = u0,

limP→P0 v(x, y) = v0.
(2.22)

注：“iff”代表“if and only if”，即“当且仅当”，表示两者等价。

2.3.3 连续函数

一个函数是连续的，当且仅当它没有突变。这一想法可以通过以下定义正式表述。

6我们不在这里给出这些性质的证明，你可以尝试使用极限定义来证明它们。
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定义 2.5 若函数 f(z) 在 z0 的某个开圆盘内有定义，并且满足

lim
z→z0

f(z) = f(z0), (2.23)

则称 f 在 z0 处连续。如果 f 在某个开区域 A上定义，并且在 A内的所有点都连续，则称 f 在

A上连续。

同样，我们可以将这一概念用 (x, y) 的形式重新表述：复变函数 f(z) = u(x, y)+ iv(x, y) 在

某点连续，当且仅当 u(x, y) 和 v(x, y) 作为二元实函数都是连续的。

例 2.5 一些常见的连续函数：

1. 多项式函数：

设 P (z) 是一个多项式：

P (z) = a0 + a1z + a2z
2 + · · ·+ anz

n. (2.24)

该函数在整个复平面上连续。原因：每个幂次项 (x+ iy)k 都是 (x, y) 的连续函数，因此其

线性组合也是连续的。

2. 指数函数：

复指数函数在整个复平面上连续。因为：

ez = ex+iy = ex cos(y) + iex sin(y), (2.25)

其中实部 ex cos(y) 和虚部 ex sin(y) 都是 (x, y) 的连续函数，因此 ez 也是连续的。

3. 主分支辐角函数 Arg(z)：

函数 Arg(z) 在复平面去掉非正实轴后是连续的。原因：这一点是显然的，也是我们为 arg

定义割线的原因。我们必须去除负实轴，因为当跨越负实轴时，Arg(z) 会发生 2π 的跳跃。

此外，我们还需要去除 z = 0，因为 Arg(z) 在 z = 0 处甚至没有定义。

4. 主分支对数函数 ln(z)：

函数 ln(z) 在复平面去掉非正实轴后是连续的。因为主分支的对数函数定义为：

ln(z) = ln(r) + iArg(z), (2.26)

其中 ln(r) 在 r > 0 时是连续的，而 Arg(z) 在去除非正实轴后连续，因此 ln(z) 也是连续

的。

2.3.4 连续函数的性质

由于连续性是通过极限定义的，因此我们有以下关于连续函数的重要性质。

定理 2.1 设 f(z) 和 g(z) 在区域 A上连续，则：

f(z) + g(z) 在 A上连续。

f(z)g(z) 在 A上连续。
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若 g(z) 6= 0，则 f(z)/g(z) 在 A上连续。

若 h在 f(A) 上连续，则 h(f(z)) 在 A上连续。

利用这些性质，我们可以推导出以下函数的连续性：

指数函数 ez
2
在整个复平面上连续。

余弦函数的复数形式 cos(z) = eiz+e−iz

2 在整个复平面上连续。

若 P (z) 和 Q(z) 是多项式，则 P (z)/Q(z) 在 Q(z) 6= 0 的点上连续。
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2.4 无穷远点

通过定义，扩展复平面（extended complex plane）记作 C∪ {∞}，即在复平面上额外添加一

个无穷远点（point at infinity），其概念由极限的方式来描述。

定义 2.6 设 {zn} 为复数列，若 |zn| → ∞，则称该序列趋于无穷远点，即：

lim
n→∞

zn = ∞. (2.27)

无穷远点可以从任何方向逼近，如图 20 所示，所有展示的序列均朝向无穷远点增长，即无

穷远点的模大于任何正数，辐角不定。

图 20: 不同的数列都趋于无穷远点。

定义 2.7 若在复平面中取以原点为中心、半径为 R 的大圆，则该圆外的区域称为无穷远点的邻

域（neighborhood of infinity）。

在图 21 中，阴影部分代表无穷远点的邻域，即半径 R 之外的区域。

图 21: 橙色阴影区域表示无穷远点的邻域，即半径为 R 的大圆外的区域。
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2.4.1 无穷远处的极限

核心思想是 1
∞ = 0，即：

lim
z→∞

1

z
= 0. (2.28)

由此，我们得到以下结论：

若 limz→z0 f(z) = ∞，则等价于

lim
z→z0

1

f(z)
= 0. (2.29)

若 limz→∞ f(z) = w0，则等价于

lim
z→0

f(1/z) = w0. (2.30)

若 limz→∞ f(z) = ∞，则等价于

lim
z→0

1

f(1/z)
= 0. (2.31)

例 2.6 计算 limz→∞ ez。

解： 该极限不存在，因为当 z 沿不同方向趋向无穷远时，函数值不同。由 ez = exeiy 可得：

lim
x→−∞

exeiy = 0, (2.32)

lim
x→+∞

exeiy = ∞. (2.33)

而当 y → ∞ 且 x为常数时，exeiy 在围绕原点的圆上不断旋转，因此极限不存在。

例 2.7 证明 limz→∞ zn = ∞，其中 n为正整数。

证明： 需证明当 |z| 趋于无穷大时，|zn| 亦趋于无穷大。令 z = Reiθ，则

|zn| = |Rneinθ| = Rn = |z|n. (2.34)

由于 |z| → ∞，显然 |z|n → ∞，故证毕。

2.4.2 球面到复平面的立体投影

为了直观地理解无穷远点 ∞，我们可以使用黎曼球面（Riemann Sphere）及其相关的立体投

影（stereographic projection）。图 22 展示了一个球面，其赤道与复平面的单位圆重合。

立体投影的方式如下：从球面北极点N 处作切割（secant）线，穿过球面上的点 P，观察该

切割线与复平面 z 的交点。这构成了球面上的点 P 与复平面中的点 z 之间的一一对应关系。立

体投影的数学表达式如下：

P = (a, b, c) 7→ z =
a

1− c
+ i

b

1− c
. (2.35)

其中：
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图 22: 从球面到复平面的立体投影。

(a, b, c) 是球面上的点；

z 是复平面上的对应点。

值得注意的是，北极点N = (0, 0, 1) 具有特殊性质。当割线从N 出发时，它在N 处变为切

（tangent）线，因此永远不会与复平面相交。因此，我们认为 N 对应于无穷远点 ∞。

在图 22 中，复平面上的大圆外部区域（邻域）对应于球面上的北极点附近的小圆帽区域，

即该区域是球面上无穷远点的邻域。

另一种常见的立体投影方式如图 23 所示。在该图中，球面放置在南极位于原点的位置，但

仍然使用从北极点发出的割线进行投影。

图 23: 另一种立体投影方式：球面南极位于原点。
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2.5 复函数的导数与解析函数

复函数的导数定义类似于实函数的导数定义。对于函数 f(z)，其在 z0 处的导数定义为：

f ′ (z0) = lim
z→z0

f(z)− f (z0)

z − z0
. (2.36)

如果极限存在，我们称 f 在 z0 处是解析的（analytic），或者说 f 在 z0 处是可微的（differ-
entiable）。

注意：这个极限必须在任意方向上趋近 z0 时都存在，且值相同！

如果 f 在某个开区域A的所有点都可微，我们称 f 在A上解析或全纯（holomorphic）7。与

实数导数一样，复数导数也有多种记号。若 w = f(z)，则可以写作：

f ′ (z0) =
dw

dz

∣∣∣∣
z0

= lim
z→z0

f(z)− f (z0)

z − z0
= lim

∆z→0

∆w

∆z
. (2.37)

2.5.1 导数法则

如果我们每次都通过极限计算导数，那将是一件非常繁琐的事情。幸运的是，复变函数的

导数公式与实变函数相同。假设 f 和 g 可导，则有以下公式：

和法则（Sum Rule）：
d

dz
(f(z) + g(z)) = f ′(z) + g′(z) (2.38)

积法则（Product Rule）：

d

dz
(f(z)g(z)) = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z) (2.39)

商法则（Quotient Rule）：

d

dz

(
f(z)

g(z)

)
=
f ′(z)g(z)− f(z)g′(z)

g2(z)
(2.40)

链式法则（Chain Rule）：
d

dz
g(f(z)) = g′(f(z))f ′(z) (2.41)

反函数法则（Inverse Rule）：
df−1(z)

dz
=

1

f ′(f−1(z))
(2.42)

为了给出这些公式的直观证明，我们来证明积法则：

7许多数学家更倾向于使用“全纯函数”这一术语，而不是“解析函数”；然而，“解析”一词在物理学家、工程师以及一些较

早的文献中被广泛使用。
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d

dz
(f(z)g(z)) = lim

z→z0

f(z)g(z)− f (z0) g (z0)

z − z0

= lim
z→z0

(f(z)− f (z0)) g(z) + f (z0) (g(z)− g (z0))

z − z0

= lim
z→z0

f(z)− f (z0)

z − z0
g(z) + lim

z→z0
f (z0)

g(z)− g (z0)

z − z0

= f ′(z0)g(z0) + f(z0)g
′(z0)

(2.43)
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2.6 柯西-黎曼方程

柯西-黎曼（Cauchy-Riemann）方程是复变函数可导的一个重要结果，它来源于复导数的极

限值必须在任意方向上保持一致的要求。柯西-黎曼方程是我们分析复变函数的重要工具之一。

2.6.1 偏导数的极限定义

在介绍柯西-黎曼方程之前，我们先回顾偏导数的定义。如果 u(x, y) 是一个二元函数，则其

偏导数定义如下：
∂u

∂x
(x, y) = lim

∆x→0

u(x+∆x, y)− u(x, y)

∆x
(2.44)

即在 y 保持不变的情况下计算 u关于 x的变化率。

∂u

∂y
(x, y) = lim

∆y→0

u(x, y +∆y)− u(x, y)

∆y
(2.45)

即在 x 保持不变的情况下计算 u关于 y 的变化率。

2.6.2 柯西-黎曼方程

柯西-黎曼方程利用 u 和 v 的偏导数，使我们能够检验 f(z) 是否具有复导数，并计算该导

数。

定理 2.2 (柯西-黎曼方程) 若复函数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 在某一区域内解析（即复可微），则

有

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i

∂u

∂y
. (2.46)

特别地，满足：
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (2.47)

这组偏微分方程即通常所称的柯西-黎曼方程。我们也可以将其写为简化形式：

ux = vy, uy = −vx. (2.48)

证明： 假设 f(z) 在某区域 A内可微，并且

f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y). (2.49)

我们分别从水平方向和竖直方向计算 f ′(z)。

水平方向计算 (∆y = 0, ∆z = ∆x)

f ′(z) = lim
∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z

= lim
∆x→0

u(x+∆x, y) + iv(x+∆x, y)− u(x, y)− iv(x, y)

∆x

=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
.

(2.50)
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竖直方向计算 (∆x = 0, ∆z = i∆y)

f ′(z) = lim
∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z

= lim
∆y→0

u(x, y +∆y) + iv(x, y +∆y)− u(x, y)− iv(x, y)

i∆y

=
1

i

∂u

∂y
+
∂v

∂y

=
∂v

∂y
− i

∂u

∂y
.

(2.51)

由于 f ′(z) 在不同方向上的极限值必须相等，我们得到：

∂u

∂x
=
∂v

∂y
, −∂u

∂y
=
∂v

∂x
. (2.52)

这即为柯西-黎曼方程。

定理 2.3 设 f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 在区域 A内定义。若 u和 v 满足柯西-黎曼方程，并且偏导

数连续，则 f(z) 在 A内可微。

2.6.3 柯西-黎曼方程的应用

柯西-黎曼方程为我们提供了一种直接检验函数是否可微并计算其导数的方法。

例 2.8 使用柯西-黎曼方程证明 ez 可微，并计算其导数。

解： 设

ez = ex+iy = ex cos y + iex sin y. (2.53)

因此，

u(x, y) = ex cos y, v(x, y) = ex sin y. (2.54)

计算偏导数：

ux = ex cos y, uy = −ex sin y, (2.55)

vx = ex sin y, vy = ex cos y. (2.56)

显然，ux = vy 且 uy = −vx，因此柯西-黎曼方程成立，故 ez 可微，并且其导数为：

d

dz
ez = ux + ivx = ex cos y + iex sin y = ez. (2.57)

例 2.9 使用柯西-黎曼方程证明 f(z) = z̄ 不可微。

解： 设 f(x+ iy) = x− iy，则

u(x, y) = x, v(x, y) = −y. (2.58)

计算偏导数：

ux = 1, uy = 0, vx = 0, vy = −1. (2.59)

由于 ux 6= vy，柯西-黎曼方程不成立，因此 f 不可微。
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定理 2.4 若 f(z) 在某个开圆盘内可微，并且 f ′(z) = 0 恒成立，则 f(z) 为常数。

证明： 由于 f(z) 可微，并且 f ′(z) ≡ 0，由柯西-黎曼方程可得：

ux(x, y) = uy(x, y) = vx(x, y) = vy(x, y) = 0. (2.60)

由多元微积分可知，若一个二元函数的所有偏导数恒为零，则该函数必为常数。因此，u和 v 皆

为常数，从而 f(z) 亦为常数。

2.6.4 导数的矩阵表示

回忆我们可以将复数 a+ ib 表示为一个 2× 2 矩阵：

a+ ib↔

[
a −b
b a

]
. (2.61)

现在，我们将复变函数 f(z) 以 (x, y) 的形式表示：

f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y) ↔ f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)). (2.62)

由于

f ′(z) = ux + ivx, (2.63)

因此可以将 f ′(z) 以矩阵的形式表示为： [
ux −vx
vx ux

]
. (2.64)

利用柯西-黎曼方程，我们可以用 uy 替换 −vx，用 vy 替换 ux，从而得到：

f ′(z) ↔

[
ux uy

vx vy

]
. (2.65)

这恰好是 f(x, y) 的雅可比矩阵（Jabobian matrix）8。

2.6.5 历史故事：柯西与复分析的奠基

严格的复分析体系可以说是由一位数学家奠定的——柯西（Augustin-Louis Cauchy，1789-
1857）。柯西是 19 世纪最具影响力的法国数学家之一。他最初的职业是军事工程师，但在 1813
年因健康问题不得不放弃军旅生涯，转而全身心投入数学研究。

在数学成果的丰硕程度上，柯西仅次于欧拉（Leonhard Euler），他的全集多达 27 大卷。他

在数论和行列式理论方面做出了重要贡献，并被认为是有限群理论的创始人。此外，他在天文

学、力学、光学和弹性理论等领域也有广泛的研究。

8实际上，雅可比矩阵比柯西-黎曼方程更容易记住。由于 f ′(z)是一个复数，我们可以利用上述矩阵表示来回忆柯西-黎
曼方程！
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然而，他最卓越的成就在数学分析领域。柯西与其同时代的数学家高斯（Carl Friedrich Gauss）
和阿贝尔（Niels Henrik Abel）一道，为极限、连续函数、导数、积分和无穷级数等概念奠定了

严谨的理论基础。他所提出的多个级数收敛性判别法至今仍被广泛使用。此外，他首次给出了

微分方程解的存在性证明，首次严格证明了泰勒级数的收敛性，并率先认识到傅里叶级数收敛

性研究的重要性。然而，他最重要的贡献无疑是在复变函数论领域——基本上是他创建了这一

理论，使其成为纯数学和应用数学中最重要的分支之一。在该领域中，柯西积分定理和柯西积

分公式已成为现代数学分析不可或缺的基本工具。

不幸的是，尽管柯西在数学上的贡献卓越，但他的性格却未能与其非凡的才华相匹配。他

在政治上是一个狂热的保王党，在宗教上则是一个虔诚但固执的信徒，并且喜欢宣扬道德教条。

然而，当时的社会风气却以共和主义和怀疑论盛行，因此他的许多科学同僚对他并无好感，甚

至认为他是一个伪善而狂妄之人。然而，客观而言，他首先是一位伟大的数学家，同时也是一

位信仰虔诚但思想狭隘且执拗之人。
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2.7 柯西-黎曼方程的递归性质

我们将解析函数定义为具有复导数的函数。下面的定理表明，如果 f 是解析函数，则其导

数 f ′ 也是解析的。因此，解析函数可以一直求导下去！

定理 2.5 假设 u和 v 具有连续的二阶偏导数。如果 f(z) = u + iv 是解析函数，则 f ′(z) 也是解

析函数。

证明： 为了证明 f ′(z) 也是解析函数，我们需要证明它满足柯西-黎曼方程。

由于 f = u+ iv 是解析的，我们已知：

ux = vy, uy = −vx, f ′ = ux + ivx. (2.66)

设

f ′ = U + iV, (2.67)

其中 U = ux, V = vx，那么由柯西-黎曼方程可得：

U = ux = vy, V = vx = −uy. (2.68)

我们需要证明：

Ux = Vy, Uy = −Vx. (2.69)

首先，证明 Ux = Vy：由已知关系，我们有：

Ux = vyx, Vy = vxy. (2.70)

由于二阶混合偏导数在连续条件下可交换，即 vxy = vyx，因此

Ux = Vy. (2.71)

类似地，证明 Uy = −Vx：
Uy = uxy, Vx = −uyx. (2.72)

由于 uxy = uyx，因此

Uy = −Vx. (2.73)

因此，f ′(z) 也满足柯西-黎曼方程，从而 f ′(z) 也是解析函数，证毕。

技术细节 在上述证明中，我们假设了所有必要的偏导数均存在。然而，目前我们尚不能保证所

有阶的偏导数都存在。稍后我们将证明，解析函数具有任意阶的导数。在此之前，我们暂时假

设这一点。无论如何，在大多数实例中，这一点都是显然成立的。
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2.8 复变函数汇总

在本节中，我们将考察一些熟悉的函数在复数域中的性质。对于每个函数，我们将完成以

下四项任务：

1. 规定其计算方式。

2. 指定分支（若需要），给出其值域。

3. 指定定义域（若需要，需说明割线）。

4. 计算其导数。

大多数情况下，我们可以使用代数规则（如商法则）计算导数。如果必要，我们可以使用柯

西-黎曼方程，甚至直接使用导数的极限定义。

定义 2.8 在整个复平面上解析的函数称为整函数（entire function）。例如，我们将看到 ez, zn, sin z

都是整函数。

2.8.1 初等函数

下面列出了一些基本复变函数及其导数。

1. 指数函数：

f(z) = ez = ex cos y + iex sin y.

定义域：整个复平面（整函数）。导数：

f ′(z) = ez.

2. 常数函数：

f(z) ≡ c.

定义域：整个复平面（整函数）。导数：

f ′(z) = 0.

3. zn 函数：

f(z) = zn, (n为非负整数).

定义域：整个复平面（整函数）。导数：

f ′(z) = nzn−1.

4. 多项式：

P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a0.

定义域：整个复平面（整函数）。导数：

P ′(z) = nanz
n−1 + (n− 1)an−1z

n−2 + · · ·+ 2a2z + a1.
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5. 倒数函数：

f(z) =
1

z
.

定义域：C− {0}（去心平面）。导数：

f ′(z) = − 1

z2
.

6. 有理函数：设 P (z) 和 Q(z) 均为多项式，则称

f(z) =
P (z)

Q(z)

为有理函数（rational function）。
若 P (z) 和 Q(z) 无公共根，则

定义域 = C− {Q 的根}.

其导数由商法则给出：

f ′(z) =
P ′Q− PQ′

Q2
.

7. 三角函数 sin(z) 与 cos(z)：

定义 2.9 复变三角函数定义如下：

cos(z) =
eiz + e−iz

2
, sin(z) =

eiz − e−iz

2i
(2.74)

由欧拉公式可知，当 z = x为实数时，这一定义与实变三角函数一致。

定义域：整个复平面（即 sin(z) 和 cos(z) 是整函数）。

导数：
d

dz
cos(z) = − sin(z),

d

dz
sin(z) = cos(z) (2.75)

重要性质：

(a). 三角恒等式：

cos2(z) + sin2(z) = 1 (2.76)

(b). 复指数表示：

eiz = cos(z) + i sin(z) (2.77)

(c). 周期性：

sin(x+ 2π + iy) = sin(x+ iy) (2.78)

复变三角函数在 x方向具有周期 2π。

(d). 无界性：sin(z) 和 cos(z) 在复平面上均不是有界函数。

(e). 实虚分量表示：设 z = x+ iy，则

cos(z) = cos(x) cosh(y)− i sin(x) sinh(y) (2.79)

sin(z) = sin(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y) (2.80)

其中，cosh(y) 和 sinh(y) 分别为双曲余弦和双曲正弦函数。
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(f). 零点：

sin(z) = 0 当且仅当 z = nπ（其中 n为任意整数）。

cos(z) = 0 当且仅当 z = π
2 + nπ（其中 n为任意整数）。

即复变三角函数的零点仍然仅在实轴上，与实变三角函数一致。

8. 其他三角函数 cot(z), sec(z) 等

定义 2.10 这些函数的定义与实变量版本相同。例如：

cot(z) =
cos(z)

sin(z)
, sec(z) =

1

cos(z)

定义域：整个复平面，去掉分母为零的点。

导数：使用商法则计算，例如：

d

dz
tan(z) =

d

dz

(
sin(z)

cos(z)

)
=

cos2(z) + sin2(z)

cos2(z)
=

1

cos2(z)
= sec2(z) (2.81)

9. 双曲三角函数 sinh(z) 与 cosh(z)

定义 2.11 双曲正弦与双曲余弦函数定义为：

cosh(z) =
ez + e−z

2
, sinh(z) =

ez − e−z

2
(2.82)

定义域：这些函数在整个复平面上均解析（即为整函数）。

导数：
d cosh(z)

dz
= sinh(z),

d sinh(z)

dz
= cosh(z) (2.83)

其他重要性质：

双曲函数满足恒等式：

cosh2(z)− sinh2(z) = 1 (2.84)

在实数轴上，cosh(x) 始终为正实数，而 sinh(x) 亦为实数。

复变量关系：

cosh(iz) = cos(z), sinh(iz) = i sin(z) (2.85)

2.8.2 多值函数

1. 对数函数 ln(z)

定义 2.12 复对数函数定义为：

ln(z) = ln(|z|) + i arg(z) (2.86)

分支选择：可选取任意分支的 arg(z)。

定义域：复平面 C 去除某条割线，该切割处 arg(z) 发生不连续跳跃。
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例 2.10 例如，规定

0 ≤ arg(z) < 2π (2.87)

在这种情况下，对于正实轴上的点 x0 > 0，考虑极限：

lim
z→x0

ln z =


lim
r=x0
θ→0

(ln r + iθ) = lnx0, （割线上岸）

lim
r=x0
θ→2π

(ln r + iθ) = lnx0 + 2πi, （割线下岸）.
(2.88)

由此可见，函数在非负实轴上是不连续、不解析的。

导数：
d

dz
ln(z) =

1

z
(2.89)

分支点（branch point）我们看到，绝大部分割线上的点的不解析（不连续）性都可以通过

重新规定割线位置消除，即它们的不解析是因为割线规定造成。但割线的端点处（例如，这

里是原点和无穷远点）的不解析（不连续）性无法通过重新规定割线位置消除，称为分支

点或分支点。

分支点总是多值函数的奇点．

ln(z) 的分支点为 0,∞ ．

确定多值函数的单值分支, 应首先找到多值函数的支点并做割线：z 绕支点一周回到原处,
函数值并不还原, 由此可确定多值函数的支点。再将支点用割线连接, 这样就确定多值函数

的单值分支.
2. 复幂函数 za （任意复数 a）

定义 2.13 复幂函数定义为：

za = ea ln(z) (2.90)

分支选择：可选取任意分支的 arg(z)。

定义域：通常情况下，定义域为 C 去除某条割线。特殊情况：

若 a为非负整数，则 za 在整个复平面 C 上解析（即整函数）。

若 a为负整数，则 za 在 C− {0} 上解析。

导数：
d

dz
za = aza−1 (2.91)

3. 反正弦函数 sin−1(z)

定义 2.14 反正弦函数定义为：

sin−1(z) = −i ln
(
iz +

√
1− z2

)
(2.92)

该定义保证了 sin
(
sin−1(z)

)
= z。

解： 设 w = sin−1(z)，则有：

z = sin(w) =
eiw − e−iw

2i
(2.93)
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整理可得二次方程：

e2iw − 2izeiw − 1 = 0 (2.94)

解关于 eiw 的二次方程：

eiw =
2iz +

√
4− 4z2

2
= iz +

√
1− z2 (2.95)

取对数：

iw = ln
(
iz +

√
1− z2

)
⇒ w = −i ln

(
iz +

√
1− z2

)
(2.96)

导数计算：
d

dz
sin−1(z) =

1√
1− z2

(2.97)

分支选择：由于定义中涉及对数和平方根运算，因此分支的选择较为复杂。不同的分支选

择将影响 sin−1(z) 的连续性和解析性质，后续章节将进一步详细讨论。

2.8.3 黎曼面

割线的选择具有一定的任意性。在割线上，单值化后的函数值不连续，这是单值化方法的一

个缺点。是否可以定义对数函数，而无需人为地引入割线和单值分支？1851 年，George Riemann
在其博士论文中引入了黎曼面（Riemann surface）。在黎曼面上定义多值函数无需引入割线，也

就不需要人为地规定单值分支。

图 24: 对数函数的黎曼面类似于围绕原点的旋转楼梯。

黎曼面的构造 我们可以为复平面上的点贴上不同的标签 (n = 0,±1,±2, . . . )，或者更直观地，

用不同的颜色区分辐角的不同取值范围：

2nπ ≤ arg(z) < 2(n+ 1)π (2.98)

这样就得到了许多个复平面，每个对应不同的 n 值。对数函数在每个复平面上映射到不同的单

值分支。然后，我们按照函数的连续性将这些复平面粘接在一起，就得到了对数函数的黎曼面。

每个复平面称为黎曼面的一叶（sheet）。在黎曼面上，对数函数成为单值函数。
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根式函数的黎曼面 平方根式函数 w =
√
z 具有两个单值分支，分别对应 w 取值的上半平面和

下半平面：
0 ≤ arg(z) < 2π ⇒ 单值分支 I: 0 ≤ argw < π,

2π ≤ arg(z) < 4π ⇒ 单值分支 II: π ≤ argw < 2π.
(2.99)

在几何构造上，我们将两个切开的 z 平面粘接起来，使得：

第一个平面的割线下岸（arg(z) = 2π）与第二个平面的割线上岸（arg(z) = 2π）相连；

第一个平面的割线上岸（arg(z) = 0）与第二个平面的割线下岸（arg(z) = 4π）相连。

这样就构成了二叶黎曼面。

图 25: 根式函数 w =
√
z 的黎曼面示意图。

对于更复杂的多值函数，例如 w = 3
√
z − a 或 w = 3

√
(z − a)(z − b)，可以采用类似的方法

构造黎曼面。每个单值分支对应于不同的复平面，并且按照函数的连续性将这些叶面粘接在一

起，最终形成完整的黎曼面。9

原则上，对于任何多值函数，都可以构造一个黎曼面作为自变量 z 平面的扩展，使其成为

单值函数，复杂多值函数的黎曼面可能会变得非常复杂。因此在实际应用中，我们通常仍然采

用割线来表示多值函数的单值化。不过，此时的带割线的复平面只是黎曼面的一叶。

9感兴趣的同学可以下载 Mathematica 官方的 Notebook 文件绘制复杂函数的黎曼面（黎曼面绘图示例）
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2.9 复合函数

我们通常需要复合函数，即 f(g(z))。一般来说，在这种情况下，我们可以使用链式法则计

算导数。然而，我们需要明确 z 取值的定义域，使得函数在该区域内解析。特别是，当涉及分支

和分支割线时，我们需要特别小心。

例 2.11 设 f(z) = ez
2
。由于 ez 和 z2 均为整函数，因此 f(z) = ez

2
也是整函数。由链式法则可

得：

f ′(z) = ez
2
(2z). (2.100)

例 2.12 复合函数的导数有时可能在比原函数更大的区域内解析。例如：

f(z) = ln(z) (2.101)

在 C 减去某条分支割线的区域内解析。但它的导数：

d

dz
ln(z) =

1

z
(2.102)

在 C − {0} 上解析。

例 2.13 确定
√
1− z 解析的定义域。

解： 选取主分支，我们知道
√
w 在

C − {x ≤ 0, y = 0} (2.103)

上解析。因此，
√
1− z 在 w = 1 − z 位于分支割线处不解析，即 w = 1 − z 取实数且 ≤ 0 时不

解析。很容易看出：

w = 1− z 取实数且 ≤ 0 ⇐⇒ z 取实数且 ≥ 1. (2.104)

因此，
√
1− z 的解析区域为：

C − {x ≥ 1, y = 0}. (2.105)

(a) 函数
√
w 的定义域 (b) 函数

√
1− z 的定义域

图 26: 不同函数的定义域比较
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注意 对于
√
w 选择不同的分支，将会导致

√
1− z 在不同的区域上解析。

例 2.14 确定 f(z) =
√
1 + ez 解析的定义域。

解： 选取主要分支，我们已知
√
w 在

C − {x ≤ 0, y = 0} (2.106)

上解析。因此，f(z) 在 1 + ez 取实数且 ≤ 0 时不解析，即 ez 取实数且 ≤ −1 时不解析。

由于 ez = exeiy，当 y 为 π 的整数倍时，ez 取实数。当 y 为奇数倍 π 时，ez 取负值，且当

x > 0 时，|ez| > 1。因此，f(z) 在以下区域内解析：

C − {x ≥ 0, y 为奇数倍 π}. (2.107)

(a) 函数
√
w 的定义域 (b) 函数

√
1 + ez 的定义域

图 27: 不同函数的解析区域比较
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3 多变量微积分回顾

3.1 符号约定

在本书中，我们使用圆括号表示向量和点。

两个向量若其点积（内积）为零，则称它们是正交的。设 v = (v1, v2)，w = (w1, w2)，则它

们正交当且仅当：

v ·w = (v1, v2) · (w1, w2) = v1w1 + v2w2 = 0. (3.1)

函数的复合运算表示为 f(g(z)) 或 f ◦ g(z)，读作“f 复合 g”。

3.2 曲线的参数化

参数化曲线 C，即 (x(t), y(t))，其中 t是参数。可以将其理解为一个运动点在平面上描绘出

的轨迹。

例 3.1 设直线从点 (x0, y0) 延伸至 (x1, y1)，求其参数化表示。

解： 对于给定的曲线，通常存在多种参数化方式。对于直线，常见的参数化表示为：

(x(t), y(t)) = (x0, y0) + t (x1 − x0, y1 − y0) , 0 ≤ t ≤ 1. (3.2)

例 3.2 参数化表示以 (x0, y0) 为圆心、半径为 r 的圆。

解： 仍然存在多种参数化方式。通常采用标准参数化，使得圆沿逆时针方向遍历：

(x(t), y(t)) = (x0, y0) + r(cos t, sin t), 0 ≤ t ≤ 2π. (3.3)

图 28: 从 (x0, y0) 到 (x1, y1) 的直线（蓝色）；以 (x0, y0) 为圆心的圆（橙色）。
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3.2.1 链式法则（Chain Rule）

对于一个标量函数 f(x, y) 和一条参数曲线 (x(t), y(t))，链式法则（Chain Rule）给出：

df(γ(t))

dt
=
∂f

∂x

∣∣∣∣
γ(t)

x′(t) +
∂f

∂y

∣∣∣∣
γ(t)

y′(t) = ∇f(γ(t)) · r′(t). (3.4)

这里 ∇f 是 f 的梯度（Gradient）。

3.2.2 梯度、旋度与散度（Gradient, Curl, and Divergence）

梯度（Gradient）：对于一个标量函数 f(x, y)，梯度（Gradient）定义为：

grad f = ∇f = (fx, fy) . (3.5)

如果一个向量场 F 是某个标量函数的梯度，则称该向量场为梯度向量场（Gradient Vector
Field）。
旋度（Curl）：对于平面上的向量场 F(x, y) = (M(x, y), N(x, y))，其旋度（Curl）定义为：

curlF = Nx −My. (3.6)

注意：旋度在二维情况下是一个标量，而在三维情况下，旋度通常是一个向量场。但在二

维情形下，旋度向量总是指向 k̂ 方向，因此通常省略 k̂，使旋度成为一个标量。

散度（Divergence）：对于向量场 F = (M,N)，其散度（Divergence）定义为：

divF =Mx +Ny. (3.7)

3.2.3 等值曲线（Level Curves）

回忆，函数 f(x, y) 的等值曲线（Level Curves）由等式

f(x, y) = 常数 (3.8)

所定义。等值曲线是函数图像中所有取相同值的点的集合。

此外，梯度 ∇f 在几何上具有重要意义，它始终与 f 的等值曲线正交（即垂直），这一性质

将在后续应用中广泛使用。
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3.3 向量场的曲线积分

向量场的曲线积分的基本组成要素如下：

一个向量场 F = (M,N)。

一条参数曲线 (x(t), y(t))，其中 a ≤ t ≤ b。

向量场 F 沿曲线 C 的曲线积分定义为：∫
C
F · dr =

∫ b

a
F · r′(t)dt =

∫
C
Mdx+Ndy. (3.9)

3.3.1 曲线积分的性质

曲线积分具有以下重要性质：

1. 参数化不变性：曲线积分的值与路径的参数化方式无关。

2. 路径方向改变时，积分符号相反：∫
−C

F · dr = −
∫
C
F · dr. (3.10)

其中，−C 表示沿相反方向遍历相同的曲线。

3. 对闭合曲线的积分表示：当 C 为闭合曲线时，常用符号
∮

表示曲线积分：∮
C
F · dr =

∮
C
Mdx+Ndy. (3.11)

3.3.2 梯度场的基本定理

定理 3.1 (梯度场的基本定理) 设 F = ∇f，则对于从点 Q到点 P 的曲线，曲线积分满足：∫
C
F · dr = f(P )− f(Q). (3.12)

证明： 由链式法则可得：

df(x(t), y(t))

dt
= ∇f(x(t), y(t)) · r′(t) = F(x(t), y(t)) · r(t). (3.13)

由于假设 F = ∇f，对曲线积分进行计算：∫
C
F · dr =

∫ b

a
F(x(t), y(t)) · r′(t)dt

=

∫ b

a

df(x(t), y(t))

dt
dt

= f(x(b), y(b))− f(x(a), y(a))

= f(P )− f(Q).

(3.14)
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3.3.3 势函数的定义

定义 3.1 (势函数) 若向量场F是梯度场，即F = ∇f，则称 f 为F的势函数（Potential Function）。

注：在物理学中，通常将 f 直接称为 F 的势能函数。

3.3.4 路径无关性与保守场

定义 3.2 (路径无关性) 对于一个向量场 F，若曲线积分∫
F · dr (3.15)

仅依赖于积分路径的起点 P 和终点 Q，而与具体路径无关，则称该积分是路径无关的。

定理 3.2 对于向量场 F，曲线积分的路径无关性等价于任意闭合路径上的积分为零，即∮
C
F · dr = 0, ∀C. (3.16)

定义 3.3 (保守向量场) 若一个向量场 F 具有路径无关的曲线积分，或等价地，对于任意闭合路

径 C， ∮
C
F · dr = 0, (3.17)

则称该向量场为保守向量场（conservative vector field）。

定理 3.3 在连通区域内，一个梯度场是保守场，而一个保守场必定是某个标量场的梯度场。
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3.4 格林定理

格林定理（Green’s theorem）将沿简单闭（simple closed）曲线10 C 的线积分与其围成的平面

区域 R 上的二重积分联系了起来，该定理是斯托克斯定理在二维情形下的特例。其中简单闭曲

线 C 的方向是逆时针方向（沿 C 的正向遍历，内部区域 R 位于左侧）11且分段光滑（piecewise
smooth）。

图 29: 分段光滑区域的示例

定理 3.4 (格林定理) 若向量场 F = (M,N) 在区域 R上定义并可微，则有∮
C
Mdx+Ndy =

∫∫
R
(Nx −My) dA. (3.18)

用向量形式表示为： ∮
C
F · dr =

∫∫
R
curlF dA. (3.19)

其中，旋度（curl）定义为：

curlF := Nx −My. (3.20)

3.4.1 单连通区域（Simply Connected Regions）

定义 3.4 (单连通区域) 在平面上，一个区域D被称为单连通的（simply connected），如果它没有

“洞”。换句话说，对于 D 内的任意简单闭合曲线 C，C 的内部完全包含在 D 内。

图 30: 单连通区域的示例

例 3.3 在图 30 中，区域D1 到D5 均为单连通区域。对于这些区域中的任何简单闭合曲线 C，其

内部完全包含在该区域内。

注意：有时我们也可以用另一种方式描述单连通性，即“区域内的任意闭合曲线可以连续收

缩成一个点，而不会离开该区域”。
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图 31: 非单连通区域的示例

例 3.4 在图 31 中，这些区域均不是单连通的。对于每个示例，存在某条简单闭合曲线 C，使得

其内部并不完全包含在该区域内。

3.4.2 势函数定理（Potential Theorem）

势函数定理是格林定理的一个应用，它提供了一种方法来判断在单连通区域上的向量场是

否为保守场。由于该定理没有一个统一的名称，我们将其称为势函数定理。

定理 3.5 (势函数定理) 设向量场 F = (M,N) 在区域 D 上定义并可微分，则：

1. 若 F 是梯度场，即 F = ∇f，则 curlF = Nx −My = 0。

2. 若D是单连通区域，且 curlF = 0在D上处处成立，则存在某个标量函数 f 使得F = ∇f。

证明： 证明 (a)：若 F = (fx, fy)，则

curlF = fyx − fxy = 0. (3.21)

证明 (b)：设 C 是 D 内的一条简单闭合曲线，由于 D 是单连通的，则 C 的内部 R 也完全

包含在 D 内。因此，根据格林定理：∮
C
F · dr =

∫∫
R
curlFdA = 0. (3.22)

这表明 F 在 D 内是保守场，因此它是某个梯度场。

注意：在势函数定理中，单连通性是必要的条件。如果区域D 内存在孔，则向量场 F 可能

无法在 C 的内部区域上定义。

3.4.3 格林公式的推广

假设 R 是由两个简单闭合曲线 C1 和 C2 所围成的区域。（见图 32）
10平面上的简单闭曲线亦称为约当曲线（Jordan curve），其定义为在平面上不自相交的连续闭合曲线。
11若无特殊说明，曲线默认逆时针方向
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图 32: 多个边界曲线的示例，展示了广义格林公式的应用

（注意，在沿着所示方向遍历曲线时，区域 R 始终位于左侧。）

在这种情况下，格林公式可以推广为：∮
C1

F · dr+
∮
C2

F · dr =

∫∫
R
curlF dA. (3.23)

类似地，对于多个边界曲线 C1, C2, C3, C4，我们有：∮
C1

F · dr+
∮
C2

F · dr+
∮
C3

F · dr+
∮
C4

F · dr =

∫∫
R
curlF dA. (3.24)

证明：

图 33: 广义格林公式的示意图

证明基于图33。我们“切割”C1 和C2，并用两条相反方向的C3 连接它们。在图 33 中，我们将两

条C3 画成了分开的曲线，实际上它们是同一条方向相反的曲线。现在，曲线C = C1+C3+C2−C3

是一个简单闭合曲线，因此格林公式适用于它。而 C 所围成的区域恰好是 R，并且两条 C3 彼

此抵消。由此，我们得到：∫∫
R
curlF dA =

∮
C1+C3+C2−C3

F · dr =

∮
C1+C2

F · dr. (3.25)

这正是我们要证明的广义格林公式，证毕。

例 3.5 设向量场 F = (−y,x)
r2

（称为“切向场”）。向量场 F 在D = 平面去掉原点 −(0, 0)（即去心平

面）上是有定义的。对于该切向场F，若 C 是简单闭合曲线（正向取向），那么曲线积分
∮
C F ·dr

可能取哪些值？

解： 我们分两种情况讨论：

1. C1 不围绕原点；

2. C2 围绕原点。
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图 34: 两种情况

在情况 1 中，由于闭区域 R的内部不包含原点（奇异点），因此格林公式适用：∮
C1

F · dr =

∫∫
R
curlF dA = 0. (3.26)

在情况 2 中，我们设 C3 为位于 C2 内部的一个小圆，半径为 a。根据广义格林公式：∮
C2

F · dr−
∮
C3

F · dr =

∫∫
R
curlF dA = 0. (3.27)

由此可得： ∮
C2

F · dr =

∮
C3

F · dr. (3.28)

图 35: 情况 2 示意图

利用圆的标准参数化表示，我们可以计算曲线积分：∮
C3

F · dr =

∫ 2π

0
1 dt = 2π. (3.29)

因此，可能的值为 0 和 2π。

图 36: 一个非简单闭合曲线。

我们可以进一步推广结论：如果 C 不是简单闭合曲线，那么
∮
C F · dr 的可能取值为 2πn，

其中 n表示 C 逆时针绕 (0, 0) 的圈数。12

12n 被称为 C 关于原点的卷绕数（winding number）。此外，n 也等于 C 穿过正 x 轴的次数，若从下方穿过则记为 +1，

从上方穿过则记为 −1。
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4 复变积分

4.1 复变积分的基本概念

复变积分是复平面上的曲线积分，在许多方面与多元微积分中的曲线积分类似。然而，与

处理正弦和余弦函数相比，使用指数形式 eiθ 进行计算通常更加简洁。同样，复变积分也比多变

量曲线积分更容易处理，同时能够提供对积分本质的深刻见解。为了定义复变积分，我们需要

以下基本要素：

复平面：z = x+ iy

复微分：dz = dx+ idy

复平面中的一条曲线：γ(t) = x(t) + iy(t)，其中定义域为 a ≤ t ≤ b

复函数：f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
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4.2 复变积分

我们定义复变积分
∫
γ f(z)dz 为：∫

γ
f(z)dz :=

∫ b

a
f(γ(t))γ′(t)dt (4.1)

需要注意的是，该表示法与实变量积分非常相似。复变积分不需要 R2 中曲线积分所涉及的向量

与点乘运算。同时，f(γ(t))γ′(t) 仅是两个复数的乘积。

另一种记号使用 dz = dx+ idy 来表示积分：∫
γ
f(z)dz =

∫
γ
(u+ iv)(dx+ idy) (4.2)

容易验证式 (4.1) 与 (4.2) 等价，式 (4.2) 实际上是一个多元微积分的表达式。

例 4.1 计算沿从 0 到 1 + i的直线 γ 的复变积分：∫
γ
z2dz (4.3)

解： 我们对曲线进行参数化：

γ(t) = t(1 + i), 0 ≤ t ≤ 1 (4.4)

其导数为：

γ′(t) = 1 + i (4.5)

于是，复变积分为： ∫
γ
z2dz =

∫ 1

0
t2(1 + i)2(1 + i)dt (4.6)

计算得： ∫
γ
z2dz = −2

3
+

2

3
i (4.7)

例 4.2 计算沿从 0 到 1 + i的直线 γ 的复变积分：∫
γ
z̄dz (4.8)

解： 我们使用与前例相同的参数化：

γ(t) = t(1 + i), 0 ≤ t ≤ 1 (4.9)

于是积分计算如下： ∫
γ
z̄dz =

∫ 1

0
t(1− i)(1 + i)dt = 1 (4.10)
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例 4.3 计算沿单位圆 γ 的复变积分： ∫
γ
z2dz (4.11)

解： 我们对单位圆进行参数化：

γ(θ) = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π (4.12)

其导数为：

γ′(θ) = ieiθ (4.13)

于是，积分计算如下： ∫
γ
z2dz =

∫ 2π

0
e2iθieiθdθ =

∫ 2π

0
ie3iθdθ = 0 (4.14)

例 4.4 计算沿单位圆 C 的复变积分： ∫
C
z̄dz (4.15)

解： 我们对 C 进行参数化：

γ(t) = eit, 0 ≤ t ≤ 2π (4.16)

其导数为：

γ′(t) = ieit (4.17)

于是，积分计算如下： ∫
C
z̄dz =

∫ 2π

0
eitieitdt =

∫ 2π

0
idt = 2πi (4.18)
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4.3 复变积分的基本定理

这一定理与微积分基本定理完全类似。

定理 4.1 (复变积分的基本定理) 若 f(z) 是区域 A上的解析函数，且 γ 是 A中从 z0 到 z1 的一条

曲线，则有： ∫
γ
f ′(z)dz = f(z1)− f(z0) (4.19)

证明： 该定理的证明是链式法则的直接应用。我们有：

df(γ(t))

dt
= f ′(γ(t))γ′(t) (4.20)

因此，∫
γ
f ′(z)dz =

∫ b

a
f ′(γ(t))γ′(t)dt =

∫ b

a

df(γ(t))

dt
dt = f(γ(t))|ba = f(z1)− f(z0) (4.21)

证毕。

该定理的另一种等价表述是：若 f 具有原函数 F，即满足 F ′ = f，则有：∫
γ
f(z)dz = F (z1)− F (z0) (4.22)

例 4.5 计算沿从 0 到 1 + i的直线 γ 的积分：∫
γ
z2dz (4.23)

解： 由观察可得，z2 的一个原函数为 F (z) = z3

3 。因此，根据基本定理：∫
γ
z2dz =

z3

3

∣∣∣∣1+i
0

= −2

3
+

2

3
i (4.24)

例 4.6 计算沿单位圆 γ 的积分： ∫
γ
z2dz (4.25)

解： 由于 z2 的原函数为 F (z) = z3

3 ，我们可以直接将 γ 的端点代入该原函数进行计算。然而，

单位圆的起点与终点相同，因此积分值为：∫
γ
z2dz =

z3

3

∣∣∣∣z(2π)
z(0)

= 0 (4.26)
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4.4 路径无关性

我们称积分
∫
γ f(z)dz 是路径无关的，如果它对于具有相同起点和终点的任意两条路径都取

相同的值。更精确地说，若 f(z) 在区域 A上有定义，则
∫
γ f(z)dz 在 A中是路径无关的，当且

仅当对于 A中任意两个端点相同的路径，其积分值相等。

定理 4.2 (路径无关性) 若 f(z) 在开区域 A内存在一个原函数，则对于 A内所有路径，其复变积

分
∫
γ f(z)dz 均为路径无关的。

证明： 由于 f(z) 在 A内存在一个原函数 F (z)，根据复变积分基本定理，我们有∫
γ
f(z)dz = F (z1)− F (z0) (4.27)

其中 z0 和 z1 分别是路径 γ 的起点和终点。因此，积分值仅取决于端点，而与具体路径无关，证

毕。

路径无关性可以用闭合路径积分的性质等价表示。

定理 4.3 下面两个命题等价：

(1) 积分
∫
γ f(z)dz 是路径无关的。

(2) 对于任意闭合路径 γ，有 ∮
γ
f(z)dz = 0 (4.28)

证明： 证明 (1) ⇒ (2)：假设积分是路径无关的，考虑如图 37 所示的闭合路径 C。由于 C 的

起点与终点相同，积分值应该等于单点路径的积分值，而显然单点路径的积分为 0，因此：∮
C
f(z)dz = 0 (4.29)

图 37: 闭合路径的积分

证明 (ii) ⇒ (i)：设路径 C1 和 C2 具有相同的起点和终点，如图 38 所示。考虑由 C1 和 −C2

组成的闭合路径：

C = C1 − C2 (4.30)

由于假设对任意闭合路径 C 都有
∮
C f(z)dz = 0，因此∫
C1

f(z)dz −
∫
C2

f(z)dz = 0 (4.31)
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即 ∫
C1

f(z)dz =

∫
C2

f(z)dz (4.32)

这表明积分仅依赖于路径的端点，而与路径本身无关，即积分是路径无关的。

图 38: 路径无关性的等价证明

例 4.7 计算
∫
γ

1
zdz，其中 γ 分别为以下围道：

(i) 从 1 到 1 + i的直线段。

(ii) 以 z = 3 为中心、半径为 1 的圆。

(iii) 以 z = 0 为中心、半径为 1 的圆。

解： 对于 (i) 和 (ii)，可以直接使用 log(z) 作为原函数计算，因为这些围道位于一个不包含原

点的单连通区域内。

(i) 计算沿直线的积分：∫
γ

1

z
dz = log(1 + i)− log(1) = log(

√
2) + i

π

4
. (4.33)

(ii) 由于起点和终点相同，直接得出 ∫
γ

1

z
dz = 0. (4.34)

(iii) 对于单位圆，我们使用参数化 γ(θ) = eiθ，其中 0 ≤ θ < 2π。其导数为 γ′(θ) = ieiθ，因

此积分变为： ∫
γ

1

z
dz =

∫ 2π

0

1

eiθ
ieiθdθ =

∫ 2π

0
idθ = 2πi. (4.35)

注意，如果使用原函数 log(z) 计算，必须确保在围绕原点一周时让辐角增加 2π。

例 4.8 计算
∫
γ

1
z2
dz，其中 γ 为单位圆，分别使用：

1. 基本定理计算。

2. 直接按照定义计算。
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解： (i)基本定理计算：设 f(z) = −1
z，则 f ′(z) = 1

z2
，由复变积分基本定理可得：∫

γ

1

z2
dz =

∫
γ
f ′(z)dz = f(终点)− f(起点) = 0. (4.36)

由于围道的起点和终点相同，因此积分值为 0。

(ii) 直接计算：我们仍然使用单位圆的参数化 γ(θ) = eiθ，其中 0 ≤ θ ≤ 2π。其导数为

γ′(θ) = ieiθ，因此积分变为：∫
γ

1

z2
dz =

∫ 2π

0

1

e2iθ
ieiθdθ =

∫ 2π

0
ie−iθdθ. (4.37)

计算该积分： ∫ 2π

0
ie−iθdθ = − e−iθ

∣∣∣2π
0

= 0. (4.38)
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4.5 柯西定理

柯西定理（Cauchy’s theorem）对应了无旋矢量场的格林定理。

定理 4.4 (柯西定理) 设A是一个单连通区域，f(z)在A上解析，C 是A内的一条闭合曲线，则：

(i)
∫
C f(z)dz = 0。

(ii) f 在 A内的积分是路径无关的，即任意两个具有相同起点和终点的路径的积分值相同。

(iii) f 在 A内具有原函数。

证明： 我们将使用格林定理来证明 (i)13。设 R 为闭合曲线 C 内围成的区域，并将 f 表示为

f = u+ iv，则：∫
C
f(z)dz =

∫
C
(u+ iv)(dx+ idy) =

∫
C
(udx− vdy) + i

∫
C
(vdx+ udy). (4.39)

对于实部，应用格林定理：∫
C
udx− vdy =

∫∫
R
(−vx − uy)dA = 0. (4.40)

对于虚部，应用格林定理： ∫
C
vdx+ udy =

∫∫
R
(ux − vy)dA = 0. (4.41)

其中由于柯西-黎曼方程保证 ux = vy 和 uy = −vx，上述两个积分均为 0，从而得证 (i)。

对于 (ii)，由 (i) 和定理4.3可得路径无关性。

对于 (iii)，选择 A内一点 z0，定义：

F (z) =

∫ z

z0

f(w)dw. (4.42)

由于 (ii)，该积分与所选路径无关，因此 F (z) 是良定义的。若能证明 F ′(z) = f(z)，则 F 即为

f 的原函数。展开：

f(z) = u(x, y) + iv(x, y), F (z) = U(x, y) + iV (x, y). (4.43)

由柯西-黎曼方程可得：

F ′(z) =
∂F

∂x
=

1

i

∂F

∂y
. (4.44)

即：

F ′(z) = Ux + iVx =
1

i
(Uy + iVy) = Vy − iUy. (4.45)

设路径 γ(t) = x(t) + iy(t)，其中 γ(0) = z0，γ(b) = z，则：

F (z) =

∫ z

z0

f(w)dw =

∫ b

0
[u(x(t), y(t)) + iv(x(t), y(t)](x′(t) + iy′(t))dt. (4.46)

图39表示从 z0 到 z 的任意路径，可用于计算 f(z)。计算 F 的偏导数时，我们需要考虑直线沿 x

轴和 y 轴的微小位移。
13也可以给出不依赖格林定理的证明，但其本质与格林定理的证明类似
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图 39: 柯西定理的路径示意图

由基本微积分定理，我们有：

lim
h→0

∫ h
0 g(t)dt

h
= g(0). (4.47)

计算 ∂F
∂x：

F (z + h)− F (z) =

∫
C+Cx

f(w)dw −
∫
C
f(w)dw =

∫
Cx

f(w)dw. (4.48)

其中 Cx 由参数化路径 γ(t) = x+ t+ iy，0 ≤ t ≤ h给出，因此：

∂F

∂x
= lim

h→0

F (z + h)− F (z)

h

= lim
h→0

∫ h
0 u(x+ t, y) + iv(x+ t, y)dt

h

= u(x, y) + iv(x, y)

= f(z).

(4.49)

计算 1
i
∂F
∂y ：由于 w = z + it，dw = idt，所以

1

i

∂F

∂y
= lim

h→0

F (z + ih)− F (z)

ih

= lim
h→0

∫ h
0 u(x, y + t) + iv(x, y + t)idt

ih

= u(x, y) + iv(x, y)

= f(z).

(4.50)

结合以上两式可得：

f(z) =
∂F

∂x
=

1

i

∂F

∂y
. (4.51)

F 解析，且 F ′ = f，从而证明了 (iii)。
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4.6 柯西定理的推广

柯西定理要求函数 f(z) 在单连通区域上解析。当该条件不满足时，我们可以对其进行有用

的推广。

假设 R̄ 是由两个简单闭合曲线 C1 和 C2 围成的闭区域 14，注意 C1 和 C2 都按照逆时针方

向取向。

图 40: 柯西定理的推广示意图

定理 4.5 (柯西定理的推广) 若 f(z) 在区域 R̄内解析，则有：∫
C1−C2

f(z)dz = 0. (4.52)

证明： 证明基于如下图示。我们“切割”曲线 C1 和 C2，并用两条方向相反的 C3 连接它们。（在

图中，我们将 C3 画成了两条曲线，实际上它们是同一条曲线，只是方向相反。）

图 41: 通过 C3 连接的区域

由于 C3 作为切口，区域 C1 + C3 − C2 − C3 形成了一个单连通区域，因此可以直接应用柯

西定理，得到： ∫
C1+C3−C2−C3

f(z)dz = 0. (4.53)

由于 C3 和 −C3 的贡献相互抵消，最终得到：∫
C1−C2

f(z)dz = 0. (4.54)

证毕。

14区域 G 加上边界 C 就构成闭区域 R̄，R̄ = R+ C
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注记：这一结论显然可以推出：∫
C1

f(z)dz =

∫
C2

f(z)dz. (4.55)

进一步推广：使用同样的技巧，通过合适的曲线切割区域，使其成为单连通区域，我们可以

证明：如果 f 在下图所示的区域 R 内解析，则有∫
C1−C2−C3−C4

f(z)dz = 0. (4.56)

图 42: 区域 R̄ 及其边界曲线 C1, C2, C3, C4。

这表明曲线 C1 − C2 − C3 − C4 构成了区域 R̄ 的边界。

曲线方向的确定：一个有效的方法是确保在遍历曲线时，区域 R̄ 总是在曲线的左侧。在图

示示例中，当沿 C2、C3 和 C4 方向遍历时，区域 R̄处于右侧。这就是为什么在描述边界时需要

对这些曲线加上负号，从而得到 ∫
C1−C2−C3−C4

f(z)dz = 0. (4.57)
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4.7 柯西积分公式

定理 4.6 (柯西积分公式) 设 C 是一条简单闭合曲线，并且函数 f(z) 在包含 C 及其内部的区域

上解析（见图 43）。我们假设 C 按逆时针方向取正向，则对于任意 C 内部的点 z0，有

f (z0) =
1

2πi

∫
C

f(z)

z − z0
dz. (4.58)

图 43: 柯西积分公式：简单闭合曲线 C，f(z) 在 C 及其内部解析。

重要性说明 这一结果表明，如果已知函数 f 在边界曲线 C 上的值，那么 f 在 C 内部的所有信

息也完全确定了。

通常，我们换用记号（令 z → w，z0 → z），则柯西积分公式也可以写成：

f(z) =
1

2πi

∫
C

f(w)

w − z
dw. (4.59)

例 4.9 计算
∫
C

ez
2

z−2dz，其中 C 为图 44 所示的曲线。

图 44: 示例中的曲线

解： 设 f(z) = ez
2
，显然 f(z) 是整函数。由于 C 是简单闭合曲线（正向），且 z = 2 在 C 内，

根据柯西积分公式，该积分的值为：∫
C

ez
2

z − 2
dz = 2πif(2) = 2πie4. (4.60)

例 4.10 计算
∫
C

ez
2

z−2dz，其中 C 为图 45 所示的曲线。

解： 由于 f(z) = ez
2
/(z − 2) 在 C 及其内部解析，根据柯西定理，该积分的值为：∫

C

ez
2

z − 2
dz = 0. (4.61)
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图 45: 示例中的曲线

例 4.11 计算
∫
C

ez
2

z−2dz，其中 C 为图 46 所示的曲线。

图 46: 示例中的曲线

解： 这一情况更复杂。设 f(z) = ez
2
。曲线 C 在顺时针方向上绕 z = 2 两次，因此可以将 C

分解为 C1 + C2，如图 47 所示。

图 47: 解决方案示意图

由于 C1 和 C2 都是简单闭合曲线，我们可以分别对它们应用柯西积分公式（负号表示它们

是顺时针绕过 z = 2）： ∫
C

f(z)

z − 2
dz =

∫
C1

f(z)

z − 2
dz +

∫
C2

f(z)

z − 2
dz. (4.62)

由柯西积分公式可得： ∫
C1

f(z)

z − 2
dz = −2πif(2), (4.63)∫

C2

f(z)

z − 2
dz = −2πif(2). (4.64)

因此，最终结果为： ∫
C

f(z)

z − 2
dz = −4πif(2) = −4πie4. (4.65)
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4.8 导数柯西积分公式

柯西积分公式非常重要，我们在此推广至所有阶导数 f (n)(z) 的情况，这将包含之前的函数

积分公式作为特例。

定理 4.7 (柯西导数积分公式) 若 f(z) 和 C 满足与柯西积分公式相同的条件，则对于所有 z 在 C

内部的点，有：

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
C

f(w)

(w − z)n+1
dw, n = 0, 1, 2, . . . (4.66)

其中，C 是一个简单闭合曲线，以逆时针方向绕行，z 在 C 内部，并且 f(w) 在 C 及其内部解

析。

例 4.12 计算积分

I =

∫
C

e2z

z4
dz

其中 C : |z| = 1。

解： 利用导数柯西积分公式可知，该积分计算十分简单。令 f(z) = e2z，则：

I =

∫
C

f(z)

z4
dz =

2πi

3!
f ′′′(0) =

8

3
πi. (4.67)

例 4.13 设 C 为下图所示的围道，并计算与前例相同的积分：

解： 同样，由于积分路径仍然包围 z = 0，且 f(z) = e2z 在整个区域内解析，因此积分结果与

前例相同，即：

I =
8

3
πi. (4.68)

例 4.14 计算围道 C 上的积分

I =

∫
C

cos(z)

z (z2 + 8)
dz (4.69)

其中 C 如下图所示。
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解： 设

f(z) =
cos(z)

z2 + 8
(4.70)

函数 f(z) 在围道 C 内部解析，因为 z2 + 8 的根位于围道 C 之外。因此，我们可以将积分重写

为：

I =

∫
C

cos(z)

z (z2 + 8)
dz =

∫
C

f(z)

z
dz. (4.71)

根据柯西积分公式： ∫
C

f(z)

z
dz = 2πif(0). (4.72)

计算 f(0)：

f(0) =
cos(0)

02 + 8
=

1

8
. (4.73)

因此，

I = 2πi · 1
8
=
πi

4
. (4.74)

例 4.15 计算围道 C （图48）上的积分：∫
C

1

(z2 + 4)2
dz (4.75)

图 48: 围道 C

解： 我们先将分母因式分解：

1

(z2 + 4)2
=

1

(z − 2i)2(z + 2i)2
(4.76)
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令

f(z) =
1

(z + 2i)2
(4.77)

显然，f(z) 在围道 C 内解析，因此可以使用导数柯西积分公式：∫
C

1

(z2 + 4)2
dz =

∫
C

f(z)

(z − 2i)2
dz (4.78)

由柯西积分公式得： ∫
C

f(z)

(z − 2i)2
dz = 2πif ′(2i) (4.79)

计算 f ′(z)：

f ′(z) =
−2

(z + 2i)3
(4.80)

代入 z = 2i：

f ′(2i) =
−i
32

(4.81)

代入积分公式： ∫
C

1

(z2 + 4)2
dz = 2πi× −i

32
=

π

16
(4.82)

故最终结果为： ∫
C

1

(z2 + 4)2
dz =

π

16
(4.83)

例 4.16 计算围道 C 上的积分： ∫
C

z

z2 + 4
dz (4.84)

图 49: 围道 C，包含两个奇点

解： 被积函数在 z = ±2i处有奇点，而围道 C 将它们都包围住。直接使用先前的方法无法求

解，因为无法找到在 C 内部解析的合适的 f(z)。我们的解法是将 C 拆分为两个部分。其中围道

C3 既被正向遍历，也被反向遍历。先将分母因式分解：

z

z2 + 4
=

z

(z − 2i)(z + 2i)
(4.85)

定义：

f1(z) =
z

z + 2i
, f2(z) =

z

z − 2i
(4.86)
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图 50: 将原始围道 C 拆分为两个部分，每个部分各自围绕一个奇点

则可重写为：
z

z2 + 4
=

f1(z)

z − 2i
=

f2(z)

z + 2i
(4.87)

由此，积分可以拆分如下： ∫
C

z

z2 + 4
dz =

∫
C1+C3−C3+C2

z

z2 + 4
dz (4.88)

进一步拆分： ∫
C

z

z2 + 4
dz =

∫
C1+C3

f1(z)

z − 2i
dz +

∫
C2−C3

f2(z)

z + 2i
dz (4.89)

由于 f1(z) 在 C1 + C3 内解析，f2(z) 在 C2 − C3 内解析，因此可以对两个积分分别应用柯西积

分公式：

2πi (f1(2i) + f2(−2i)) (4.90)

计算：

f1(2i) =
2i

2i+ 2i
=

1

2
, f2(−2i) =

−2i

−2i− 2i
=

1

2
(4.91)

因此： ∫
C

z

z2 + 4
dz = 2πi

(
1

2
+

1

2

)
= 2πi (4.92)

备注 1. 该问题也可以使用部分分式分解方法求解：

z

(z − 2i)(z + 2i)
=

A

z − 2i
+

B

z + 2i
(4.93)

计算可得 A = f1(2i)，B = f2(−2i)，然后分别应用柯西积分公式即可。

2. 在后续的内容中，我们将介绍柯西留数定理，它能够更简洁地处理此类积分问题。

4.8.1 积分的三角不等式

在第一章中，我们讨论了三角不等式，其表达如下：

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2| (4.94)

等号成立当且仅当 z1 和 z2 在同一条从原点出发的射线上或取 0。一个有用的变形为：

|z1| − |z2| ≤ |z1 − z2| (4.95)
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该不等式可以由以下推导得到：

|z1| = |(z1 − z2) + z2| ≤ |z1 − z2|+ |z2| (4.96)

两边同时减去 |z2| 即可。

由于积分本质上是求和的极限，这一结果可以推广到积分的不等式，并且我们将以两种形

式陈述这一结论。

定理 4.8 (积分的三角不等式) 设 g(t) 是定义在区间 [a, b] 上的复值函数，则有：∣∣∣∣∫ b

a
g(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|g(t)|dt (4.97)

等号成立当且仅当 g(t) 在整个区间上仅沿着从原点出发的某一条射线取值。

证明： 通过黎曼和对积分进行逼近，我们得到：∣∣∣∣∫ b

a
g(t)dt

∣∣∣∣ ≈ ∣∣∣∑ g (tk)∆t
∣∣∣ ≤∑ |g (tk)|∆t ≈

∫ b

a
|g(t)|dt (4.98)

其中，中间的不等式是复数求和的标准三角不等式。证毕。

定理 4.9 (积分的三角不等式 II) 设 f(z) 是定义在曲线 γ 上的复函数，则有：∣∣∣∣∫
γ
f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
γ
|f(z)||dz| (4.99)

其中 dz = γ′(t)dt，且 |dz| = |γ′(t)|dt。

证明： 这一结论直接由上一定理推出：∣∣∣∣∫
γ
f(z)dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a
f(γ(t))γ′(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f(γ(t))||γ′(t)|dt =

∫
γ
|f(z)||dz| (4.100)

证毕。

推论 若 |f(z)| ≤M 在围道 C 上成立，则有：∣∣∣∣∫
C
f(z)dz

∣∣∣∣ ≤M · (围道C 的长度) (4.101)

证明： 设 C 的参数方程为 γ(t)，其中 a ≤ t ≤ b，则由积分的三角不等式：∣∣∣∣∫
C
f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
C
|f(z)||dz| =

∫ b

a
|f(γ(t))||γ′(t)|dt (4.102)

由于 |f(z)| ≤M，则：∫ b

a
|f(γ(t))||γ′(t)|dt ≤

∫ b

a
M |γ′(t)|dt =M · (围道C 的长度) (4.103)

这里我们利用了弧长的定义：

|γ′(t)|dt =
√
x′(t)2 + y′(t)2dt = ds (4.104)
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例 4.17 计算实积分：

I =

∫ ∞

−∞

1

(x2 + 1)2
dx (4.105)

解： 关键技巧是对复函数

f(z) =
1

(z2 + 1)2
(4.106)

在闭合围道 C1 + CR 上进行积分，并证明当 R→ ∞ 时，CR 对积分的贡献趋于零。

图 51: 围道 C1 + CR

该函数在围道内部唯一的奇点是 z = i，设：

g(z) =
1

(z + i)2
(4.107)

由于 g(z) 在围道内部解析，因此由导数柯西积分公式得：∫
C1+CR

f(z)dz =

∫
C1+CR

g(z)

(z − i)2
dz = 2πig′(i) (4.108)

计算 g′(i)：

g′(z) =
−2

(z + i)3
, g′(i) =

−2

(2i)3
=

−2

−8i
=

1

4i
(4.109)

所以： ∫
C1+CR

f(z)dz = 2πi · 1

4i
=
π

2
(4.110)

现在，我们对 C1 和 CR 进行参数化，计算其积分。

对于 C1，取参数化：

γ(x) = x, −R ≤ x ≤ R (4.111)

则： ∫
C1

f(z)dz =

∫ R

−R

1

(x2 + 1)2
dx (4.112)

当 R→ ∞ 时，该积分收敛到我们想要计算的 I。

对于 CR，取参数化：

γ(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π (4.113)

则： ∫
CR

f(z)dz =

∫ π

0

1

(R2e2iθ + 1)
2 iRe

iθdθ (4.114)
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由积分的三角不等式可得：∣∣∣∣∫
CR

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

∣∣∣∣∣ 1

(R2e2iθ + 1)
2 iRe

iθ

∣∣∣∣∣ dθ (4.115)

由于： ∣∣∣R2e2iθ + 1
∣∣∣ ≥ |R2e2iθ| − |1| = R2 − 1 (4.116)

从而：
1

|R2e2iθ + 1|
≤ 1

R2 − 1
⇒ 1

|R2e2iθ + 1|2
≤ 1

(R2 − 1)2
(4.117)

代入积分估计： ∣∣∣∣∫
CR

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

R

(R2 − 1)2
dθ =

πR

(R2 − 1)2
(4.118)

显然当 R→ ∞ 时，该项趋于 0，因此：

lim
R→∞

∫
CR

f(z)dz = 0 (4.119)

综上所述，由于 ∫
C1+CR

f(z)dz =
π

2
(4.120)

在 R→ ∞ 时，CR 的贡献消失，因此：

I =
π

2
(4.121)

最终计算结果是正实数，符合期望的性质。
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4.9 柯西定理的证明

4.9.1 柯西定理的第二次推广

在证明定理之前，我们先引入一个本身也非常有用的定理。

定理 4.10 (柯西定理的第二次推广) 设 A 是包含点 z0 的单连通区域，g(z) 是满足以下条件的函

数：

1. 在 A− {z0} 上解析；

2. 在 A上连续（特别地，g(z) 在 z0 处不会发散）。

则对于 A内的任意闭合曲线 C，有： ∫
C
g(z)dz = 0. (4.122)

证明： 由柯西定理的推广，我们知道：∫
C
g(z)dz =

∫
Cr

g(z)dz (4.123)

其中，Cr 是以 z0 为中心、半径为 r 的圆。

图 52: 围绕 z0 的小圆 Cr

由于 g(z) 在 Cr 内连续，我们知道 |g(z)| 在该区域内有界，设 |g(z)| ≤M。由三角不等式的

推论可得： ∣∣∣∣∫
Cr

g(z)dz

∣∣∣∣ ≤M · (曲线Cr 的长度) =M · 2πr. (4.124)

由于 r 可以任意小，故当 r → 0 时，右侧趋于 0，从而：∫
Cr

g(z)dz = 0. (4.125)

由此可得： ∫
C
g(z)dz = 0. (4.126)

备注 利用此结果，我们可以进一步证明 g(z) 在 z0 处实际上是解析的。其证明与我们在柯西定

理中证明 g(z) 具有原函数的方法相同。
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4.9.2 柯西积分公式的证明

柯西积分公式：

f (z0) =
1

2πi

∫
C

f(z)

z − z0
dz. (4.127)

图 53: 柯西积分公式的证明

证明： 我们使用一个常见且十分有用的技巧。定义：

g(z) :=
f(z)− f(z0)

z − z0
. (4.128)

由于 f(z) 在 A上解析，因此 g(z) 在 A− {z0} 上解析。又由于 f(z) 在 z0 处可导，我们知道：

lim
z→z0

g(z) = f ′ (z0) . (4.129)

也就是说，如果我们定义 g (z0) = f ′ (z0)，则 g 在 z0 处连续。根据前述柯西定理的推广，我们

有： ∫
C
g(z)dz = 0. (4.130)

即： ∫
C

f(z)− f (z0)

z − z0
dz = 0. (4.131)

由此可得： ∫
C

f(z)

z − z0
dz =

∫
C

f (z0)

z − z0
dz. (4.132)

由于 f(z0) 为常数，可以提到积分号外，得到：

f (z0)

∫
C

1

z − z0
dz = 2πif (z0) . (4.133)

最后一步利用了我们熟知的积分公式：∮
C

1

z − z0
dz = 2πi. (4.134)

证毕。

96



4.10 导数柯西积分公式的证明

回顾导数柯西积分公式：

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
C

f(w)

(w − z)n+1
dw, n = 0, 1, 2, . . . (4.135)

我们首先提供一个简要证明，以便直观理解公式的推导过程，随后给出正式的严格证明。

4.10.1 示意性说明

由于 f(z) 在 A内部可表示为积分形式，我们可以利用该表示式推导 f ′(z) 的积分表示形式：

f ′(z) =
d

dz

[
1

2πi

∫
C

f(w)

w − z
dw

]
. (4.136)

利用微分算子作用于被积函数：

f ′(z) =
1

2πi

∫
C

d

dz

(
f(w)

w − z

)
dw =

1

2πi

∫
C

f(w)

(w − z)2
dw. (4.137)

由于 z ∈ A且 w ∈ C，显然 w − z 6= 0，因此：

f ′(z) =
1

2πi

∫
C

f(w)

(w − z)2
dw. (4.138)

类似地，通过数学归纳法，我们可以对该过程进行迭代，从而推导出更高阶导数的公式。

4.10.2 正式证明

考虑极限表达式：

lim
∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z
. (4.139)

利用积分表示式：

f(z +∆z) =
1

2πi

∫
C

f(w)

w − z −∆z
dw, f(z) =

1

2πi

∫
C

f(w)

w − z
dw. (4.140)

因此
f(z +∆z)− f(z)

∆z
=

1

2πi∆z

∫
C

(
f(w)

w − z −∆z
− f(w)

w − z

)
dw

=
1

2πi∆z

∫
C

f(w)∆z

(w − z −∆z)(w − z)
dw

=
1

2πi

∫
C

f(w)

(w − z)2 −∆z(w − z)
dw.

(4.141)

令 ∆z → 0，我们得到：

f ′(z) =
1

2πi

∫
C

f(w)

(w − z)2
dw. (4.142)

由于被积函数连续，并且分母不会为 0，因此可将极限移入积分号内，从而证明公式的正确性。
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4.11 柯西积分公式的其他推论

4.11.1 导数的存在性

定理 4.11 假设 f(z) 在区域 A上解析，则 f 存在任意阶导数。

证明： 这一结论直接来源于导数柯西积分公式。既然我们已经有了计算各阶导数的公式，显

然这些导数均存在。

更严格地说：对于 A内的任意点 z0，我们可以在其周围取一个小圆盘，使其完全包含于 A。

设 C 为该圆盘的边界，则柯西积分公式为所有导数 f (n)(z0) 提供了积分表示式，从而确保这些

导数的存在。

备注：

我们在之前的讨论中曾假设，对于解析函数 f = u+ iv，其实部 u 和虚部 v 具有连续的高

阶偏导数。上述定理证实了这一点，特别是保证了 uxy = uyx。

4.11.2 柯西不等式

定理 4.12 (柯西不等式) 设 CR 为圆周 |z − z0| = R，并且假设 f(z) 在 CR 及其内部（即圆盘

|z − z0| ≤ R）内解析。定义

MR = max
z∈CR

|f(z)|. (4.143)

则对于任意 n ≥ 1，有 ∣∣∣f (n)(z0)∣∣∣ ≤ n!MR

Rn
. (4.144)

证明： 由导数柯西积分公式，我们有：∣∣∣f (n)(z0)∣∣∣ ≤ n!

2π

∫
CR

|f(w)|
|w − z0|n+1

|dw|. (4.145)

由于 |f(w)| ≤MR，并且 |w − z0| = R，则∣∣∣f (n)(z0)∣∣∣ ≤ n!

2π

MR

Rn+1

∫
CR

|dw|. (4.146)

由圆周长度
∫
CR

|dw| = 2πR，可得： ∣∣∣f (n)(z0)∣∣∣ ≤ n!MR

Rn
. (4.147)

证毕。

4.11.3 刘维尔定理（Liouville’s Theorem）

定理 4.13 (刘维尔定理) 若 f(z) 是整个复平面上的整函数，并且存在常数 M 使得对所有 z ∈ C
满足 |f(z)| < M，则 f(z) 必为常数。
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证明： 对于任意以 z0 为中心、半径为 R的圆，柯西不等式给出：∣∣f ′(z0)∣∣ ≤ M

R
. (4.148)

由于 R 可以任意增大，因此极限 limR→∞
M
R = 0，从而 |f ′(z0)| = 0 对所有 z0 ∈ C 成立。这意

味着 f(z) 在整个复平面上处处为常数。

注意：

例如，P (z) = anz
n+ · · ·+ a0，sin(z)，ez 等函数均为整函数，但它们并非有界函数，因此

它们不会是常数。

4.11.4 最大模定理

最大模定理大致表述为：如果 f 在闭区域 Ā解析且非常数函数，则 |f(z)| 在 Ā内不会取得

局部最大值，|f(z)| 的最大值只能出现在 Ā的边界上。

为了证明最大模定理，我们首先证明均值性质，这不仅有助于理解最大模定理，其本身也

是一个重要且有意义的结论。

定理 4.14 (均值性质) 假设 f(z) 在以 z0 为中心、半径为 r 的闭圆盘内解析，即 |z − z0| ≤ r，则

有：

f (z0) =
1

2π

∫ 2π

0
f
(
z0 + reiθ

)
dθ. (4.149)

证明： 该结论是柯西积分公式在圆盘 Dr = |z − z0| ≤ r 上的一个直接推论。

首先，我们对边界曲线 Cr 进行参数化：

γ(θ) = z0 + reiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π. (4.150)

计算导数：

γ′(θ) = ireiθ. (4.151)

由柯西积分公式可得：

f (z0) =
1

2πi

∫
Cr

f(z)

z − z0
dz. (4.152)

代入参数化表达式：

f (z0) =
1

2πi

∫ 2π

0

f
(
z0 + reiθ

)
reiθ

ireiθdθ. (4.153)

化简后得：

f (z0) =
1

2π

∫ 2π

0
f
(
z0 + reiθ

)
dθ. (4.154)

这证明了均值性质。

均值性质的直观解释是：f (z0) 等于其在圆周上的取值的算术平均值。接下来，我们将精确

表述并证明最大模定理。在应用该定理时，需注意验证其假设条件是否满足。
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定理 4.15 (最大模定理) 假设 f(z) 在连通区域 A内解析，且 z0 为 A内的一个点，则：

(1) 如果 |f | 在 z0 处取得局部最大值，则 f(z) 在 z0 的某个邻域内为常数；

(2) 如果 Ā是有界连通区域，且 f 在 barA上连续，则 f 要么是常数，要么 |f | 的全局最大

值只能出现在 Ā的边界上。

证明： 对于 (1)，利用均值性质和三角不等式，我们来证明该结论。

由于 z0 是 |f | 的局部最大值，对于 z0 周围任意足够小的圆 C : |z − z0| = r，在圆周上有

|f(z)| ≤ |f(z0)|。因此，由均值性质和三角不等式，我们有：

|f (z0)| =
∣∣∣∣ 12π

∫ 2π

0
f
(
z0 + reiθ

)
dθ

∣∣∣∣ (均值性质)

≤ 1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣f (z0 + reiθ
)∣∣∣ dθ (三角不等式)

≤ 1

2π

∫ 2π

0
|f (z0)| dθ (由于 |f(z0 + reiθ)| ≤ |f(z0)|)

= |f (z0)|

(4.155)

由于不等式的左右两端相等，这意味着链式不等关系中的所有不等式必须全部取等号：

第一项取等号仅当对所有 θ，f(z0 + reiθ) 都在同一条从原点出发的射线上，即它们的辐角

相同，或者都为零

第二项取等号仅当所有点上 |f(z0 + reiθ)| = |f(z0)|

由此可见，f 在圆周上处处相等，即 f(z) 在 z0 附近的小圆盘内是常数。

对于 (2)，假设 Ā是有界连通区域，且 f 在 Ā上连续，则根据分析学中的极值定理，|f | 在
Ā 上必然取得最大值。根据第一部分的结论，若 |f | 在 Ā 内部取得最大值，则 f 在某个邻域内

为常数。由于 Ā是连通的，推出 f 在整个 Ā内恒为常数。

若 f 不是常数，则 |f | 的最大值必然发生在 Ā的边界上，证毕。

例 4.18 求 ez 在单位正方形区域 0 ≤ x, y ≤ 1 上的最大模。

解： 计算模长： ∣∣ex+iy∣∣ = ex (4.156)

由于 ex 是关于 x单调递增的，所以其最大值发生在 x = 1 处，而 y 在 [0, 1] 区间内可取任意值。

因此，最大模为：

max
0≤x,y≤1

|ez| = e (4.157)

这个最大值确实出现在单位正方形的边界上。

例 4.19 求 sin(z) 在正方形区域 [0, 2π]× [0, 2π] 上的最大模。

解： 我们利用公式：

sin(z) = sinx cosh y + i cosx sinh y (4.158)
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计算其模长的平方：
| sin(z)|2 = sin2 x cosh2 y + cos2 x sinh2 y

= sin2 x cosh2 y +
(
1− sin2 x

)
sinh2 y

= sin2 x+ sinh2 y

(4.159)

其中，sin2 x在 x = π/2 和 x = 3π/2 处取最大值 1，而 sinh2 y 在 y = 2π 处取最大值。因此，最

大模为： √
1 + sinh2(2π) =

√
cosh2(2π) = cosh(2π) (4.160)

该最大模出现在区域边界上的点：

z =
π

2
+ 2πi, z =

3π

2
+ 2πi (4.161)

例 4.20 假设 f(z) 是整函数，并且满足 lim
z→∞

f(z) = 0，证明 f(z) ≡ 0。

证明： 这是一个标准的最大模原理应用问题。策略是展示 |f(z)| 的最大值不会出现在适当选

择的区域边界上，从而推出 f(z) 必须是常数函数。

固定 z0，对任意 R > |z0|，设MR 为圆周 |z| = R上 |f(z)| 的最大值。最大模定理表明：

|f(z0)| ≤MR (4.162)

由于已知 f(z) → 0 当 R→ ∞，因此MR 也必须趋于 0，即：

lim
R→∞

MR = 0 (4.163)

这意味着对任意 z0 都有 |f(z0)| = 0，即 f(z) ≡ 0，证毕。
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5 解析函数的无穷级数展开

与实数情形类似，将函数表示为“更简单”函数的无穷级数形式非常重要。我们从复数序列与

级数的基本性质入手，并推导出某些复变函数的级数表示。其中大部分讨论是高等数学中实数

级数的直接推广。

5.1 复数级数

一个复数序列 {zk}∞k=1 被称为收敛于极限 z，如果

lim
k→∞

|z − zk| = 0. (5.1)

换句话说，对于任意正数 ε，存在一个正整数 N，使得当 k > N 时，总有

|z − zk| < ε. (5.2)

读者可以证明，复数序列的极限的实部（虚部）等于该序列的实部（虚部）的极限。

通过部分求和，级数可以转化为序列。例如，研究无穷级数

∞∑
k=1

zk (5.3)

时，我们定义部分和

Zn :=

n∑
k=1

zk, (5.4)

并考察序列 {Zn}∞n=1。因此，若

lim
n→∞

Zn = Z, (5.5)

则称无穷级数
∑∞

k=1 zk 收敛于 Z。

如果复数级数
∑∞

k=0 zk 收敛，则该级数的实部
∑∞

k=0 xk 和虚部
∑∞

k=0 yk 也收敛。根据高等

数学的知识，实数级数
∑∞

k=0 xk 和
∑∞

k=0 yk 收敛的一个必要条件是

xk → 0, yk → 0 (当 k → ∞ 时). (5.6)

因此，复数级数收敛的必要条件是

lim
k→∞

zk = 0. (5.7)

由此可知，级数的各项必须有界，即存在正数M 使得对所有 k 都有

|zk| < M. (5.8)

如果复数级数的绝对值级数
∞∑
k=0

|zk| =
∞∑
k=0

√
x2k + y2k (5.9)

收敛，则称该复数级数绝对收敛。显然，绝对收敛必然意味着该级数收敛。
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5.1.1 常用的级数收敛性判别法

以下列出几个最常用的级数收敛性判别法。这些判别法的成立条件都要求：“若存在N ∈ N，

对所有 n > N”，

比较判别法：若存在 N ∈ N，对所有 n > N，均有

|un| < vn, (5.10)

且级数
∑∞

n=0 vn 收敛，则级数
∑∞

n=0 |un| 也收敛，即
∑∞

n=0 un 绝对收敛。

若存在 N ∈ N，使得对所有 n > N 均有

|un| > vn > 0, (5.11)

且级数
∑∞

n=0 vn 发散，则级数
∑∞

n=0 |un| 也发散。

比值判别法：若存在一个与 n无关的常数 ρ，使得：∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ < ρ < 1, (5.12)

则级数
∑∞

n=0 un 绝对收敛。

若 ∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ > ρ > 1, (5.13)

则级数
∑∞

n=0 un 发散。

达朗贝尔判别法：若

lim
n→∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ < 1, (5.14)

则级数
∑∞

n=0 un 绝对收敛。

若

lim
n→∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ > 1, (5.15)

则级数
∑∞

n=0 un 发散。

若

lim
n→∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = 1, (5.16)

则需要使用高斯判别法进一步检验级数的收敛性。

高斯判别法：设级数
∑∞

n=0 un 的邻项比值可以表示为：

un
un+1

= 1 +
µ

n
+O

(
n−λ

)
, (5.17)

其中 µ = a+ ib, λ > 1，符号 O 表示数量级。

若 a > 1，则级数
∑∞

n=0 un 绝对收敛。

若 a ≤ 1，则级数
∑∞

n=0 |un| 发散。
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柯西判别法：若

lim
n→∞

|un|1/n < 1, (5.18)

则级数
∑∞

n=0 un 绝对收敛。

若

lim
n→∞

|un|1/n > 1, (5.19)

则级数
∑∞

n=0 un 发散。
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5.2 函数级数

设 {uk(z)}∞k=1 在区域 A 内有定义。若对于 A 内一点 z0，级数
∑∞

k=1 uk (z0) 收敛，则称级

数
∑∞

k=1 uk(z) 在 z0 点收敛。反之，若
∑∞

k=1 vk (z0) 发散，则称级数
∑∞

k=1 vk(z) 在 z0 点发散。

如果级数
∑∞

k=1 uk(z) 在区域 A 内每一点都收敛，则称级数在 A 内（逐点）收敛，其和函

数 f(z) 是 A内的单值函数．

5.2.1 一致收敛性

定义 5.1 (一致收敛) 若对于任意 ε > 0，存在一个与 z无关的整数N(ε)，使得对于所有 n > N(ε)

及 z ∈ A，都有 ∣∣∣∣∣S(z)−
n∑
k=1

uk(z)

∣∣∣∣∣ < ε, (5.20)

则称级数
∑∞

k=1 uk(z) 在区域 A内一致收敛。

一般来说，整数 N(ε) 可能依赖于 z；也就是说，对于不同的 z，我们可能需要选择不同的

N(ε)。当N(ε) 独立于 z 时，我们称该收敛为一致收敛。显然，一致收敛的概念总是和一定的区

域联系在一起，即级数的一致收敛是它在莫个区域内的性质。

判断级数是否一致收敛，除了直接使用定义外，还常用 Weierstrass 的M 判别法。

定理 5.1 (M 判别法) 若存在常数 N > 0，使得对于任意 k > N 及 z ∈ A，都有

|uk(z)| < ak, (5.21)

其中 ak 与 z 无关，且级数
∑∞

k=1 ak 收敛，则级数
∑∞

k=1 uk(z) 在 A内绝对且一致收敛。

一致收敛级数具有以下重要性质：

连续性与逐项求极限

若 uk(z) 在 A内连续，且级数
∑∞

k=1 uk(z) 在 A内一致收敛，则其和函数

S(z) =
∞∑
k=1

uk(z) (5.22)

也在 A内连续。

这一性质表明，如果级数的每一项都是连续函数，则一致收敛级数可以逐项求极限：

lim
z→z0

∞∑
k=1

uk(z) =
∞∑
k=1

[
lim
z→z0

uk(z)

]
. (5.23)

逐项积分

设 C 是区域 A 内的一条分段光滑曲线，若 uk(z) 在 C 上连续，则对于 C 上一致收敛的级

数
∑∞

k=1 uk(z)，可以逐项积分：∫
C

∞∑
k=1

uk(z) dz =
∞∑
k=1

∫
C
uk(z) dz. (5.24)
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逐项求导：韦尔斯特拉斯（Weierstrass）定理
设 uk(z) 在 A中单值解析，且级数

∑∞
k=1 uk(z) 在 A中一致收敛，则其和函数 f(z) 是 A内

的解析函数，且其各阶导数可以通过逐项求导得到：

f (p)(z) =

∞∑
k=1

u
(p)
k (z). (5.25)

此外，求导后的级数在 G内依旧一致收敛。
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5.3 几何级数

理解几何级数对于利用柯西积分公式理解解析函数的幂级数表示非常重要。在这一节中，我

们将讨论几何级数的定义、求和公式以及它们与柯西积分公式的关系。

定义几何级数
∞∑
n=0

zn = 1 + z + z2 + · · ·+ zn + · · · (5.26)

其中几何级数的部分和为：

Sn = 1 + z + z2 + · · ·+ zn−1 =
1− zn

1− z
. (5.27)

当 |z| < 1 时，有 zn → 0，此时部分和序列 {Sn} 收敛：

lim
n→∞

Sn =
1

1− z
. (5.28)

而当 |z| ≥ 1 时，由于 |zn| ≥ 1，不满足级数收敛的必要条件，因此几何级数发散。

综上所述，几何级数的收敛性如下：

∞∑
n=0

zn =


1

1−z , |z| < 1,

发散, |z| ≥ 1.
(5.29)

注意 所有关于收敛函数级数的等式，一定都是有条件的，即这些等式仅在函数级数收敛的区

域内有效。因此，在使用这些等式时，必须明确标注其适用范围。

5.3.1 几何级数与柯西积分公式的关系

柯西积分公式表明：

f(z) =
1

2πi

∫
C

f(w)

w − z
dw (5.30)

在积分中，我们有表达式：
1

w − z
(5.31)

这个表达式与几何级数的和形式非常相似。我们将频繁使用以下的变换：

1

w − z
=

1

w
· 1

1− z/w
=

1

w

(
1 +

z

w
+
( z
w

)2
+ . . .

)
(5.32)

该式中的几何级数的比值是 z/w。因此，当 |z/w| < 1 时，级数收敛，也就是说级数展开公式是

有效的，等价地，当

|z| < |w| (5.33)

时公式成立。类似地，我们也可以得到：

1

w − z
= −1

z
· 1

1− w/z
= −1

z

(
1 +

w

z
+
(w
z

)2
+ . . .

)
(5.34)
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该级数收敛，即公式有效，当 |w/z| < 1 时，也就是说当

|z| > |w| (5.35)

时公式成立。
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5.4 幂级数的收敛性

幂级数是关于 (z − z0) 的无穷幂和。具体而言，幂级数的形式为：

∞∑
n=0

an(z − z0)
n. (5.36)

图 54: (a) 具有正指数的幂级数在圆的内部点处收敛，其中 r1 = |z1 − z0|。(b) 具有负指数的幂级

数在圆的外部点处收敛，其中 r2 = |z2 − z0|。

定理 5.2 若幂级数
∞∑
k=0

ak(z − z0)
k (5.37)

在 z = z1 处收敛（假设 z1 6= z0），则对于所有满足

|z − z0| < |z1 − z0| (5.38)

的 z，该级数绝对收敛，同时在圆中（|z − z0| ≤ r，其中 r < |z1 − z0|）一致收敛。

类似地，若级数
∞∑
k=0

bk
(z − z0)k

(5.39)

在 z = z2 处收敛（假设 z2 6= z0），则对于所有满足

|z − z0| > |z2 − z0| (5.40)

的 z，该级数绝对收敛，同时在（|z − z0| ≥ r，其中 r > |z2 − z0|）一致收敛。

该定理的核心内容是：若一个仅包含正幂的幂级数在 z0 距离为 r1 处的某点收敛，则它在以

z0 为中心、半径为 r1 的圆的内部所有点均收敛。类似地，若一个仅包含负幂的幂级数在 z0 距离

为 r2 处的某点收敛，则它在以 z0 为中心、半径为 r2 的圆的外部所有点均收敛（见图 54）。

证明： 我们证明命题的第一部分，第二部分的证明类似。

由于级数在 z = z1 处收敛，所有项的绝对值满足∣∣∣ak(z1 − z0)
k
∣∣∣ < M, (5.41)
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其中M 是某个正数。因此，

∞∑
k=0

∣∣∣ak(z − z0)
k
∣∣∣ = ∞∑

k=0

∣∣∣∣ak(z1 − z0)
k (z − z0)

k

(z1 − z0)k

∣∣∣∣
=

∞∑
k=0

∣∣∣ak(z1 − z0)
k
∣∣∣ ∣∣∣∣ z − z0
z1 − z0

∣∣∣∣k
≤

∞∑
k=0

MBk(z),

(5.42)

其中

B(z) :=

∣∣∣∣ z − z0
z1 − z0

∣∣∣∣ < 1. (5.43)

由于几何级数
∑∞

k=0B
k(z) 收敛，我们有：

∞∑
k=0

MBk(z) =M
∞∑
k=0

Bk(z) =
M

1−B(z)
. (5.44)

因此绝对收敛。

当 |z − z0| ≤ r < |z1 − z0| 时

B(z) =

∣∣∣∣ z − z0
z1 − z0

∣∣∣∣ ≤ B :=
r

|z1 − z0|
, (5.45)

由于常数级数
∑∞

k=0B
k 收敛，级数一致收敛，证毕。

幂级数构造原则 在构造幂级数时，若级数适用于圆内部的点，则使用正幂；若级数适用于圆外

部的点，则使用负幂。

5.4.1 幂级数收敛半径

上述定理意味着，在幂级数
∑∞

n=0 an(z − z0)
n 的收敛点与发散点之间存在一个分界线，而

且这个分界线一定是圆周。圆内区域称为幂级数的收敛圆。收敛圆的圆心一定是 z = z0 点，收

敛圆的半径称为收敛半径。

柯西-阿达马（Cauchy-Hadamard）公式 对于幂级数
∑∞

n=0 an(z − z0)
n，其收敛半径 R由下式

确定：

R =
1

lim
n→∞

|an|1/n
= lim

n→∞

∣∣∣∣ 1an
∣∣∣∣1/n (5.46)

达朗贝尔判别法 若极限 L = lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣存在，则收敛半径为：

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ (5.47)
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5.5 解析函数的泰勒展开

幂级数在它的收敛圆内代表一个解析函数。我们现在提一个相反的问题：如何把一个解析

函数表示成幂级数？

定理 5.3 (泰勒级数) 设函数 f(z) 在以 z0 为圆心的圆 C 内及 C 上解析，则对于圆内的任何 z 点，

f(z) 可用幂级数展开为（或者说，f(z) 可在 z0 点展开为幂级数）

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)
n (5.48)

其中

an =
1

2πi

∮
C

f(w)

(w − z0)n+1
dw =

f (n)(z0)

n!
(5.49)

证明：

对于 C 上的 w 我们有：

|z − z0| < |w − z0| (5.50)

因此，
|z − z0|
|w − z0|

< 1 (5.51)

因此，
1

w − z
=

1

w − z0
· 1

1− z−z0
w−z0

=
1

w − z0

∞∑
n=0

(
z − z0
w − z0

)n
=

∞∑
n=0

(z − z0)
n

(w − z0)n+1
(5.52)

利用这个式子和柯西公式，我们得到：

f(z) =
1

2πi

∮
C

f(w)

w − z
dw

=
1

2πi

∮
C

∞∑
n=0

f(w)

(w − z0)n+1
(z − z0)

ndw

=

∞∑
n=0

(
1

2πi

∮
C

f(w)

(w − z0)n+1
dw

)
(z − z0)

n

=
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n

(5.53)

最后一个等式来自柯西公式的导数公式，证毕。

推论 解析函数在某点 z0 处的幂级数表示是唯一的。也就是说，系数由函数 f(z) 唯一决定。

定理 5.4 假设 f(z) 在圆盘 |z − z0| < r 上是解析的，并且 f 不是恒等于 0。那么，存在一个整数

k ≥ 0，使得 ak 6= 0，并且 f 在 z0 处的泰勒级数为：

f(z) = (z − z0)
k (ak + ak+1 (z − z0) + . . .)

= (z − z0)
k

∞∑
n=k

an (z − z0)
n−k (5.54)
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其中整数 k 被称为 f 在 z0 处的零点的阶数（order）。

证明： 由于 f(z) 不是恒等于 0，泰勒级数中的并非所有系数都是 0。因此，k为第一个非零系

数的指标。

定理 5.5 如果 f(z)是解析函数且不恒为零，那么 f 的零点是孤立的。(孤立的意思是可以在任何

零点周围画一个小圆盘，使得这个圆盘内没有其他零点。)

证明： 假设 f (z0) = 0。将 f 表示为两个因子的乘积：

f(z) = (z − z0)
k g(z) (5.55)

其中：

g(z) = ak + ak+1 (z − z0) + . . . (5.56)

显然，当 z 6= z0 时 (z − z0)
k 6= 0。并且 g (z0) = ak 6= 0，所以 g(z) 在 z0 的某小邻域内不为零。

因此，我们得出结论，在这个邻域内，乘积仅在 z = z0 时为零，即 z0 是孤立的零点。

例 5.1 计算函数 f(z) = ez 在 z = 0 周围的泰勒级数。

解： 由于 f ′(z) = ez，我们有 f (n)(0) = e0 = 1。所以，

ez = 1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+ . . . =

∞∑
n=0

zn

n!
(5.57)

例 5.2 在 z = 0 周围展开 f(z) = z8e3z。

解： 令 w = 3z。所以，

e3z = ew =
∞∑
n=0

wn

n!
=

∞∑
n=0

3n

n!
zn (5.58)

因此，

f(z) =

∞∑
n=0

3n

n!
zn+8 (5.59)

例 5.3 求 sin(z) 在 z = 0 周围的泰勒级数。

解： 我们给出两种方法来计算这个级数。

方法 1.

f (n)(0) =
dn sin(z)

dzn
=

(−1)m 对于n = 2m+ 1（奇数），m = 0, 1, 2, . . .

0 对于n（偶数）
(5.60)

方法 2. 使用

sin(z) =
eiz − e−iz

2i
(5.61)
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我们得到

sin(z) =
1

2i

[ ∞∑
n=0

(iz)n

n!
−

∞∑
n=0

(−iz)n

n!

]

=
1

2i

∞∑
n=0

[1− (−1)n]
inzn

n!

(5.62)

注意：我们需要绝对收敛性才能相加级数。

结论:

sin(z) =
∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
(5.63)

该级数在 |z| <∞ 时收敛。

例 5.4 在 z = 0 处展开

f(z) =
1 + 2z2

z3 + z5
(5.64)

解： 注意到 f(z) 在 z = 0 处有一个奇点，因此我们不能期望得到一个收敛的泰勒级数展开。

首先，可以将 f(z) 表示为：

f(z) =
1

z3
2(1 + z2)− 1

1 + z2
=

1

z3

[
2− 1

1 + z2

]
(5.65)

接下来，利用几何级数展开公式：

1

1 + z2
=

1

1− (−z2)
=

∞∑
n=0

(−z2)n = 1− z2 + z4 − z6 + . . . (5.66)

将此结果代入原式，得到：

f(z) =
1

z3
(
2− 1 + z2 − z4 + . . .

)
=

(
1

z3
+

1

z

)
−

∞∑
n=0

(−1)nz2n+1 (5.67)

注意：前两项称为奇异（singular）或主要部分，即含有 z 的负幂次；后面的级数部分称为常规

（regular）部分或解析部分。由于几何级数 1
1+z2

在 |z| < 1 时收敛，因此该级数在 0 < |z| < 1 的

区域内有效。

例 5.5 求函数

f(z) =
1

1− z
(5.68)

在 z = 5 处的泰勒级数，并给出收敛半径。

解： 我们需要将其转化为标准的几何级数形式。

f(z) =
1

−4
(
1 + z−5

4

) = −1

4

[
1−

(
z − 5

4

)
+

(
z − 5

4

)2

−
(
z − 5

4

)3

+ . . .

]
(5.69)

由于 f(z) 在 z = 1 处有奇点，因此收敛半径是 R = 4。我们也可以通过考虑几何级数来得出这

一点。几何级数的比值是 z−5
4 ，因此当

∣∣ z−5
4

∣∣ < 1，即 |z − 5| < 4 时，级数收敛。即收敛半径为

R = 4。
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例 5.6 是否存在以下级数 ∑
an(z − 2)n (5.70)

在 z = 0 处收敛，而在 z = 3 处发散吗？

解： 不存在！我们知道，级数的中心是 z0 = 2。根据收敛半径的性质，级数在其收敛半径外是

发散的。因此，如果级数在 z = 0处收敛，那么收敛半径至少为 2。由于 |3−z0| = |3−2| = 1 < 2，

所以 z = 3 应该在收敛盘内。

对于多值函数，在适当规定了单值分支后，即可像单值函数那样在解析点邻域内作泰勒展

开。

例 5.7 (多值函数的泰勒展开) 求多值函数 ln(z) 在 z0 = 1 的泰勒展开。

解： 多值函数 f(z) = ln z 的支点为 z = 0,∞ 。现在的展开中心 z0 = 1 并非支点，在它的邻

域上，各个单值分支互相独立，各自是一个单值函数，可按照单值函数的展开方法加以展开。

函数 ln(z) 可表示为定积分，因此

ln(z) = ln(z)− ln(z)|z=1 + ln(z)|z=1

=

∫ z

1

1

ζ
dζ + ln 1

=

∫ z

1

1

1− (1− ζ)
dζ + ln 1

=

∫ z

1

∞∑
n=0

(1− ζ)n dζ + ln 1

=
∞∑
n=0

∫ z

1
(1− ζ)n dζ + ln 1

=

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(z − 1)n + 2πik, (k 为整数)

(5.71)

例 5.8 在 z0 = 0 的邻域上展开 f(z) = (1 + z)m，其中m不是整数。

解： 首先计算泰勒展开的系数：

f(z) = (1 + z)m, f(0) = 1m;

f ′(z) = m(1 + z)m−1, f ′(0) = m · 1m;

=
m

1 + z
f(z),

f ′′(z) = m(m− 1)(1 + z)m−2, f ′′(0) = m(m− 1) · 1m;

=
m(m− 1)

(1 + z)2
f(z),

f (3)(z) = m(m− 1)(m− 2)(1 + z)m−3, f (3)(0) = m(m− 1)(m− 2) · 1m.
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因此，根据泰勒展开公式，(1 + z)m 在 z0 = 0 的邻域上的展开式为：

(1 + z)m = 1m +
m

1!
1mz +

m(m− 1)

2!
1mz2 +

m(m− 1)(m− 2)

3!
1mz3 + · · ·

= 1m
{
1 +

m

1!
z +

m(m− 1)

2!
z2 +

m(m− 1)(m− 2)

3!
z3 + · · ·

}
.

(5.72)

根据达朗贝尔判别法，右端泰勒级数的收敛半径为 1，因此：

(1 + z)m = 1m
{
1 +

m

1!
z +

m(m− 1)

2!
z2 +

m(m− 1)(m− 2)

3!
z3 + · · ·

}
, (|z| < 1). (5.73)

式中的

1m =
(
ein2π

)m
= eimn2π, (n为整数). (5.74)

在(5.73)的多个单值分支中，若取 n = 0，即 1m = 1。
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5.6 奇点

定义 5.2 (奇异（singular）函数) 如果函数 f(z) 在点 z0 处不是解析的，则称 f(z) 在 z0 处奇异。

定义 5.3 (孤立奇点（isolated singularity）) 对于函数 f(z)，如果存在某个 r > 0，使得在 0 <

|z − z0| < r 上 f(z) 是解析的，则奇点 z0 称为孤立奇点。

例 5.9 函数 f(z) = e1/z 在 z = 0 处有孤立奇点。

例 5.10 函数 f(z) = log(z) 在 z = 0 处有一个奇点，但由于割线的存在它不是孤立奇点。

例 5.11 函数 f(z) = 1
sin(π/z) 在 z = 0 和 z = 1/n（其中 n = ±1,±2, . . .）处有奇点。±1/n处的

奇点是孤立的，但 z = 0 处的奇点不是孤立的。

图 55: 只要 n足够大，每个 0 的邻域都包含奇点 1/n。
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5.7 解析函数的洛朗展开

一个函数除了可在解析点的邻域（单连通区域）内作泰勒展开外，有时还需要将它在环形

区域（多连通区域）展开成幂级数。这时就得到洛朗展开。

定理 5.6 (洛朗（Laurent）级数) 假设 f(z) 在环形区域 A上解析，其中

A : r1 < |z − z0| < r2 (5.75)

那么，f(z) 可以表示为如下的级数形式：

f(z) =
∞∑
n=1

bn
(z − z0)n

+
∞∑
n=0

an(z − z0)
n (5.76)

其中，系数 an 和 bn 的计算公式为：

an =
1

2πi

∮
γ

f(w)

(w − z0)n+1
dw

bn =
1

2πi

∮
γ
f(w)(w − z0)

n−1 dw

(5.77)

其中，γ 是任意一个圆 |w − z0| = r，其中 r1 < r < r2，并且位于环形区域 A内。

整个级数称为 f 在 z0 附近的洛朗级数。级数

∞∑
n=0

an(z − z0)
n (5.78)

称为洛朗级数的解析部分或正则部分。级数

∞∑
n=1

bn
(z − z0)n

(5.79)

称为洛朗级数的奇异部分或主要部分。

注意 由于 f(z) 在 z0 可能不是解析的（甚至可能未定义），因此我们没有使用导数来求系数的

公式。

此外，以下结论成立：

级数
∑∞

n=0 an(z − z0)
n 在 |z − z0| < r2 的区域内收敛，且收敛于一个解析函数。

级数
∑∞

n=1
bn

(z−z0)n 在 |z − z0| > r1 的区域内收敛，且收敛于一个解析函数。

两个级数在环形区域 A上都收敛，且 f(z) 在该区域内解析。

证明： 设 z 是区域 A内的一个点。选择圆 C1 和 C3，使得 z 位于 C1 + C2 − C3 − C2 内，如

图56所示。由于该路径及其内部都包含在区域 A内，根据 Cauchy 积分公式，有

f(z) =
1

2πi

∮
C1+C2−C3−C2

f(w)

w − z
dw (5.80)
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图 56: 用于证明洛朗级数公式的路径。

由于沿着 C2 的积分相互抵消，得到

f(z) =
1

2πi

∫
C1−C3

f(w)

w − z
dw (5.81)

将这个积分分成两部分，并使用将其转化为几何级数的方法。计算过程与泰勒定理的证明类似。

在圆 C1 上，我们有
|z − z0|
|w − z0|

< 1 (5.82)

因此
1

2πi

∮
C1

f(w)

w − z
dw =

1

2πi

∮
C1

f(w)

w − z0
· 1(

1− z−z0
w−z0

) dw
=

1

2πi

∮
C1

∞∑
n=0

f(w)

(w − z0)n+1
(z − z0)

n dw

=

∞∑
n=0

(
1

2πi

∮
C1

f(w)

(w − z0)n+1
dw

)
(z − z0)

n

=
∞∑
n=0

an(z − z0)
n

(5.83)

其中 an 是根据定理中的积分公式定义的。通过上面的推导，我们看到对 z的要求是 |z−z0| < r2，

因此该级数在所有满足此条件的 z 上收敛。

同样地，在圆 C3 上，我们有
|w − z0|
|z − z0|

> 1 (5.84)
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因此
1

2πi

∮
C3

f(w)

w − z
dw =

1

2πi

∮
C3

− f(w)

z − z0
· 1(

1− w−z0
z−z0

) dw
= − 1

2πi

∮
C3

∞∑
n=0

f(w)
(w − z0)

n

(z − z0)n+1
dw

= − 1

2πi

∞∑
n=0

(∮
C3

f(w)(w − z0)
n dw

)
(z − z0)

−n−1

= −
∞∑
n=1

bn
(z − z0)n

(5.85)

在最后一步中，我们将指标改为与定理中的指标一致。这里的 bn 是根据定理中的积分公式定义

的。通过上面的推导，我们看到对 z 的要求是 |z − z0| > r1，因此该级数在所有满足此条件的 z

上收敛。

将这两部分公式合并，我们得到

f(z) =
1

2πi

∫
C1−C3

f(w)

w − z
dw =

∞∑
n=1

bn
(z − z0)n

+

∞∑
n=0

an(z − z0)
n (5.86)

最后需要注意的是，an 和 bn 的积分值不依赖于积分圆的具体半径。在区域 A 内的任何圆都能

得到相同的结果。我们已经证明了洛朗级数定理中的所有结论，证毕。

通常情况下，积分公式并不是计算洛朗系数的直接方法。相反，我们通常使用各种代数技

巧来简化计算。我们将看到，在许多情况下，我们并不需要计算所有的系数，因此，我们将发展

一些方法来直接求解所需的特定系数。

例 5.12 求函数

f(z) =
z + 1

z
(5.87)

在 z0 = 0 处的洛朗级数，并给出该级数的适用区域。

解： 直接计算可得

f(z) = 1 +
1

z
(5.88)

这是一个洛朗级数，其在区域 0 < |z| <∞ 上收敛。

例 5.13 求函数

f(z) =
z

z2 + 1
(5.89)

在 z0 = i处的洛朗级数，并给出该级数的适用区域。同时，确定其奇异（主要）部分。

解： 使用部分分式分解，我们得到：

f(z) =
1

2
· 1

z − i
+

1

2
· 1

z + i
(5.90)

由于 1
z+i 在 z = i 处是解析的，因此它具有泰勒级数展开式。我们可以使用几何级数展开来求

解：
1

z + i
=

1

2i
· 1

1 + z−i
2i

=
1

2i

∞∑
n=0

(
−z − i

2i

)n
(5.91)
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因此，洛朗级数为：

f(z) =
1

2
· 1

z − i
+

1

4i

∞∑
n=0

(
−z − i

2i

)n
(5.92)

其中，第一项 1
2 · 1

z−i 是该洛朗级数的奇异（主）部分。该级数的收敛区域为 0 < |z − i| < 2。

注意 我们也可以考虑 f(z) 在区域 2 < |z − i| < ∞ 上的展开，这将导致一个不同的洛朗级数。

我们将在后续的例子中进一步讨论这一点。

例 5.14 计算函数

f(z) =
z + 1

z3 (z2 + 1)
(5.93)

在区域 A : 0 < |z| < 1 内，以 z = 0 为中心的洛朗级数。

解： 该函数在 z = 0,±i处具有孤立奇点。

图 57: f(z) 在 z = 0,±i处具有奇点。

在 z = 0 处，我们可以将 f(z) 展开为：

f(z) =
1

z3
(1 + z)

(
1− z2 + z4 − z6 + . . .

)
(5.94)

逐项展开并整理得到：

f(z) =
1

z3
+

1

z2
− 1

z
− 1 + z + z2 − z3 − . . . (5.95)

注意 洛朗级数的展开形式依赖于所考虑的区域，接下来的例子将进一步说明这一点。

例 5.15 在以下两个区域内，以 z = 0 为中心，求函数

f(z) =
1

z(z − 1)
(5.96)

的洛朗级数展开：

(i) 区域 A1 : 0 < |z| < 1

(ii) 区域 A2 : 1 < |z| <∞
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解： 对于 (i) 区域 A1：

f(z) = −1

z
· 1

1− z
(5.97)

由于当 |z| < 1 时，几何级数展开成立：

1

1− z
= 1 + z + z2 + . . . (5.98)

因此

f(z) = −1

z

(
1 + z + z2 + . . .

)
= −1

z
− 1− z − z2 − . . . (5.99)

对于 (ii) 区域 A2：

由于 |z| > 1，通常的几何级数展开 1
1−z 在该区域不收敛，因此需要变换形式：

f(z) =
1

z
· 1

z(1− 1/z)
=

1

z2
· 1

1− 1/z
(5.100)

由于 |1/z| < 1，我们可以使用几何级数展开：

1

1− 1/z
= 1 +

1

z
+

1

z2
+ . . . (5.101)

从而得到：

f(z) =
1

z2

(
1 +

1

z
+

1

z2
+ . . .

)
=

1

z2
+

1

z3
+

1

z4
+ . . . (5.102)

注意 这个例子表明，洛朗级数的展开形式不仅取决于函数的表达式，还取决于所考虑的区域。
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5.8 极点

极点（Pole）指的是孤立奇点。假设函数 f(z) 在区域 0 < |z − z0| < r 内解析，并且具有如

下的洛朗级数展开：

f(z) =

∞∑
n=1

bn
(z − z0)

n +

∞∑
n=0

an (z − z0)
n (5.103)

定义 5.4 (极点) 若洛朗级数中仅有有限个 bn 不为零，则称 z0 为 f 的有限阶极点。具体地，若存

在正整数 k 使得 bk 6= 0 且对所有 n > k，bn = 0，则称 z0 为 f 的 k阶极点。

若 z0 是 1 阶极点，则称其为 f 的单极点（simple pole）。
若无限多个 bn 不为零，则称 z0 为 f 的本性奇点（essential singularity）或无穷阶极点。

若所有 bn 都为零，则称 z0 为可去奇点（removable singularity）。也就是说，若定义 f(z0) =

a0，则 f 在圆盘 |z − z0| < r 内解析。

可去奇点 例如，若已知 f 在去心圆盘 0 < |z − z0| < r 内解析，则一般而言，我们认为 f 在 z0

处存在一个奇点。但如果通过计算洛朗级数发现其没有奇异部分，则可以通过适当定义 f(z0) 以

扩展 f 的定义到整个圆盘，从而消除该奇点。

本性奇点 若 f(z) 在 z0 处是 k 阶极点，则 (z − z0)
k f(z) 在 z0 处解析（即该点仅是一个可去奇

点）。因此，f(z) 仍然可以像解析函数一样处理。然而，若 z0 是本性奇点，则不存在任何代数变

换能够将 f(z) 变为 z0 处的解析函数。

例 5.16 讨论 log(z) 在 z = 0 处的奇点类型。

解： 函数 log(z) 在 z = 0 处存在一个奇点。然而，该奇点不是孤立奇点。因此，z = 0 不能被

归类为极点或本性奇点。

例 5.17 计算有理函数

f(z) =
1 + 2z2

z3 + z5
(5.104)

的洛朗级数展开，并确定其极点阶数。

解： 先将分母分解：

f(z) =
1 + 2z2

z3(1 + z2)
. (5.105)

使用几何级数展开：
1

1 + z2
=

∞∑
n=0

(−1)nz2n, 当|z| < 1 时收敛。 (5.106)

代入展开式：

f(z) =
1 + 2z2

z3

∞∑
n=0

(−1)nz2n. (5.107)

展开后得到：

f(z) =
1

z3
+

1

z
−

∞∑
n=0

(−1)nz2n+1. (5.108)
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由此可见，z = 0 是一个 3 阶极点。

例 5.18 计算函数

f(z) =
z

z2 + 1
(5.109)

在 z = i的洛朗级数展开，并确定其极点阶数。

解： 先使用部分分式展开：

f(z) =
1

2
· 1

z − i
+ g(z), (5.110)

其中 g(z) 在 z = i处解析。由此可见，z = i是一个单极点。

例 5.19 说明函数

f(z) =
1

z(z − 1)
(5.111)

在 z = 0 和 z = 1 处均为单极点。

解： 在 z = 0 的邻域内，我们可以将 f(z) 重新表示为：

f(z) =
g(z)

z
, 其中 g(z) =

1

z − 1
. (5.112)

由于 g(z) 在 z = 0 解析，因此 z = 0 是 f(z) 的有限阶极点。此外，由于 g(0) 6= 0, 说明 z = 0 是

f(z) 的 1 阶极点，即单极点。

类似地，在 z = 1 的邻域内，我们可以将 f(z) 重新表示为：

f(z) =
h(z)

z − 1
, 其中 h(z) =

1

z
. (5.113)

由于 h(z) 在 z = 1 解析，因此 z = 1 也是 f(z) 的有限阶极点。此外，由于 h(1) 6= 0, 说明 z = 1

是 f(z) 的 1 阶极点，即单极点。

5.8.1 无穷远点

无穷远点的讨论通常通过变量变换 z = 1
t 进行，即将 f(z) 转换为 f(1/t) 进行分析。根据

t = 0 处的性质，我们可以对 z = ∞ 进行分类：

若 t = 0 是 f(1/t) 的极点，则 z = ∞ 是 f(z) 的极点。

若 t = 0 是 f(1/t) 的可去奇点，则 z = ∞ 是 f(z) 的可去奇点（甚至可视为解析点，在实

际函数讨论中通常无需严格区分）。

若 t = 0 是 f(1/t) 的本性奇点，则 z = ∞ 是 f(z) 的本性奇点。

示例

函数 f(z) = 1
1+z 在 z = ∞ 处具有可去奇点（或解析点）。

函数 f(z) = 1 + z2 在 z = ∞ 处具有二阶极点。

函数 f(z) = ez, sin z, cos z 在 z = ∞ 处均具有本性奇点。
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5.8.2 留数（Residue）

定义 5.5 (留数) 设函数 f(z) 在 z0 处具有孤立奇点，即在区域 0 < |z − z0| < r 内解析，并具有

洛朗级数展开（即，孤立奇点 z0 的领域内的洛朗展开）：

f(z) =
∞∑
n=1

bn
(z − z0)

n +
∞∑
n=0

an (z − z0)
n (5.114)

其中，洛朗级数中 1
z−z0 项的系数 b1 称为 f 在 z0 处的留数（residue），记作：

Res f (z0) 或 Res (f, z0) 或 Resz=z0 f = b1 (5.115)

留数的重要性 留数在计算围绕孤立奇点的积分时起到了关键作用。若 γ 是围绕 z0 逆时针方向

的简单闭曲线，且 γ 小到完全包含于区域 |z − z0| < r 内，则：∫
γ
f(z)dz = 2πib1 (5.116)

这个结果可以通过逐项积分洛朗级数来证明，其中唯一产生非零积分的项是 b1/(z − z0)。

图 58: 曲线 γ 足够小，以至于完全包含在 |z − z0| < r 内，并围绕 z0。

例 5.20 计算函数

f(z) = e1/(2z) (5.117)

在 z = 0 处的留数。

解： 该函数在 z = 0 处具有孤立奇点，其洛朗级数展开为：

f(z) = 1 +
1

2z
+

1

2(2z)2
+ . . . (5.118)

观察该展开式，我们可以直接得到：

Res f(0) =
1

2
(5.119)
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6 留数定理及其应用

6.1 极点与零点

我们回顾以下术语：假设 f(z) 在 z0 处解析，并且可以表示为：

f(z) = an (z − z0)
n + an+1 (z − z0)

n+1 + . . . (6.1)

其中 an 6= 0，则称 f 在 z0 处具有 n阶零点（zero of order n）。若 n = 1，则称 z0 为 f 的单零点

（simple zero）。

假设 f 在 z0 处具有孤立奇点（isolated singularity），并且其洛朗级数表示如下：

f(z) =
bn

(z − z0)
n +

bn−1

(z − z0)
n−1 + . . .+

b1
z − z0

+ a0 + a1 (z − z0) + . . . (6.2)

该级数在 0 < |z − z0| < R 内收敛，且 bn 6= 0，则称 f 在 z0 处具有 n 阶极点（pole of order n）。

若 n = 1，则称 z0 为 f 的单极点（simple pole）。

例 6.1 求解函数 f(z) 的极点与零点：

f(z) =
z + 1

z3 (z2 + 1)
(6.3)

该函数在 z = 0,±i处具有孤立奇点，并在 z = −1 处具有零点。我们将证明 z = 0 是 f(z) 的 3

阶极点，z = ±i是 1 阶极点，而 z = −1 是 1 阶零点。各个点的分析方法相同。

解： 对于 z = 0，我们将 f(z) 分解为：

f(z) =
1

z3
· z + 1

z2 + 1
(6.4)

设第二项为 g(z)，由于 g(z) 在 z = 0 处解析且 g(0) = 1，它可以展开成泰勒级数：

g(z) =
z + 1

z2 + 1
= 1 + a1z + a2z

2 + . . . (6.5)

因此，f(z) 可写成：

f(z) =
1

z3
+
a1
z2

+
a2
z

+ . . . (6.6)

由此可见，z = 0 是 f(z) 的 3 阶极点。

对于 z = i，我们将 f(z) 重写为：

f(z) =
1

z − i
· z + 1

z3(z + i)
(6.7)

设第二项为 g(z)，由于 g(z) 在 z = i处解析，因此它可以展开成泰勒级数：

g(z) =
z + 1

z3(z + i)
= a0 + a1(z − i) + a2(z − i)2 + . . . (6.8)
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其中 a0 = g(i) 6= 0，因此：

f(z) =
a0
z − i

+ a1 + a2(z − i) + . . . (6.9)

由此可见，z = i是 f(z) 的 1 阶极点。

类似的方法可以用于分析 z = −i和 z = −1，从而得出结论：

z = 0 是 3 阶极点；

z = ±i是 1 阶极点；

z = −1 是 1 阶零点。
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6.2 全纯函数与亚纯函数

定义 6.1 若函数在区域 A上解析，则称其在 A上全纯（holomorphic）。
若函数在 A上除了一组有限阶极点外解析，则称其在 A上亚纯（meromorphic）。

例 6.2 设

f(z) =
z + z2 + z3

(z − 2)(z − 3)(z − 4)(z − 5)
(6.10)

解： 该函数在 C 上是亚纯的，并在 z = 2, 3, 4, 5 处具有单极点。
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6.3 留数

本节我们将探讨如何计算留数。

例 6.3 设

f(z) = e
1
2z = 1 +

1

2z
+

1

2(2z)2
+ . . . (6.11)

该函数在 z = 0 处具有孤立奇点。由洛朗级数可知：

Res f(0) =
1

2
. (6.12)

例 6.4 (i) 设

f(z) =
1

z3
+

2

z2
+

4

z
+ 5 + 6z. (6.13)

则 f 在 z = 0 处有三阶极点，且

Res f(0) = 4. (6.14)

(ii) 设

f(z) =
2

z
+ g(z), (6.15)

其中 g(z) 在 z = 0 处解析。则 f 在 z = 0 处有一个单极点，且

Res f(0) = 2. (6.16)

(iii) 设

f(z) = cos z = 1− z2

2!
+ . . . (6.17)

则 f 在 z = 0 处解析，且

Res f(0) = 0. (6.18)

(iv) 设

f(z) =
sin z

z
=

1

z

(
z − z3

3!
+ . . .

)
= 1− z2

3!
+ . . . (6.19)

因此，f 在 z = 0 处具有可去奇点，且

Res f(0) = 0. (6.20)

例 6.5 设

f(z) =
z

z2 + 1
(6.21)

求 f 的极点及其留数。

解： 通过部分分式展开，我们得到：

f(z) =
z

(z − i)(z + i)

=
1

2
· 1

z − i
+

1

2
· 1

z + i
.

(6.22)
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由此可见，f 在 z = ±i处具有极点。我们分别计算它们的留数：

在 z = i处：

f(z) =
1

2
· 1

z − i
+ 在i处解析的部分 (6.23)

因此，该极点为单极点，且

Res f(i) =
1

2
. (6.24)

在 z = −i处：

f(z) =
1

2
· 1

z + i
+ 在− i处解析的部分 (6.25)

因此，该极点亦为单极点，且

Res f(−i) = 1

2
. (6.26)

例 6.6 设

f(z) = − 1

z(1− z)
(6.27)

下面是 f 在 z = 0 处的洛朗展开。

解： 在区域 0 < |z| < 1 内：

f(z) = −1

z
· 1

1− z

= −1

z

(
1 + z + z2 + . . .

)
.

(6.28)

由此可见，z = 0 处是一个单极点，且

Res f(0) = −1. (6.29)

在区域 1 < |z| <∞ 内：

f(z) =
1

z2
· 1

1− 1/z

=
1

z

(
1 +

1

z
+

1

z2
+ . . .

)
.

(6.30)

尽管该展开式在该区域内有效，但不能用于计算 z = 0 处的留数。因为留数的定义要求使用

0 < |z − z0| < r 区域内的洛朗级数。

例 6.7 设

f(z) = log(1 + z). (6.31)

解： 该函数在 z = −1 处存在奇点，但该奇点不是孤立奇点，因此 z = −1 既不是极点，也没

有对应的留数。
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6.3.1 单极点的留数

单极点出现得非常频繁，因此我们将详细探讨计算它们的留数的方法。实际上，我们已经

看到计算留数的用途，在下一节探讨留数定理时，我们将更加清楚其重要性。

假设 f(z) 在 z = z0 处具有一个孤立奇点，则可以得到以下性质。

性质 1 若 f(z) 在 z0 处的洛朗级数形式为

b1
z − z0

+ a0 + a1(z − z0) + . . . (6.32)

则 f 在 z0 处具有一个单极点，并且

Res f(z0) = b1. (6.33)

性质 2 若

g(z) = (z − z0)f(z) (6.34)

在 z0 处解析，则 z0 要么是 f 的单极点，要么是可去奇点。在这两种情况下，都有

Res f(z0) = g(z0). (6.35)

（若 z0 是可去奇点，则 Res f(z0) = 0。）

证明： 直接由 f 在 z0 处的洛朗级数展开式可得结论。

性质 3 若 f 在 z0 处具有一个单极点，则

lim
z→z0

(z − z0)f(z) = Res f(z0). (6.36)

该式表明极限存在，并且等于留数。反之，若极限存在，则 z0 要么是单极点，要么 f 在 z0 处解

析。在这两种情况下，极限均等于留数。

证明： 直接由 f 在 z0 处的洛朗级数展开式可得结论。

性质 4 若 f 在 z0 处具有一个单极点，且 g(z) 在 z0 处解析，则

Res(fg, z0) = g(z0)Res f(z0). (6.37)

若 g(z0) 6= 0，则

Res(f/g, z0) =
Res f(z0)

g(z0)
. (6.38)

证明： 由于 z0 是单极点，可写作

f(z) =
b1

z − z0
+ a0 + a1(z − z0). (6.39)
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由于 g 在 z0 处解析，可展开为

g(z) = c0 + c1(z − z0) + . . . , (6.40)

其中 c0 = g(z0)。将两者相乘后，显然有

Res(fg, z0) = c0b1 = g(z0)Res f(z0). (6.41)

证毕。

对于 f/g，由于 1/g 在 z0 处解析，因此可以利用乘积性质直接得出结论。

性质 5 若 g(z) 在 z0 处具有一个单零点，则 1/g(z) 在 z0 处具有一个单极点，并且

Res(1/g, z0) =
1

g′(z0)
. (6.42)

证明： 证明方法与前述类似。g(z) 在 z0 处的泰勒展开为

g(z) = a1(z − z0) + a2(z − z0)
2 + . . . , (6.43)

其中 a1 = g′(z0)。因此

1

g(z)
=

1

a1(z − z0)

(
1

1 + a2
a1
(z − z0) + . . .

)
. (6.44)

右侧第二个因子在 z0 处解析，并在 z0 处取值 1。因此，1/g 的洛朗展开式为

1

g(z)
=

1

a1(z − z0)
(1 + c1(z − z0) + . . .) . (6.45)

显然，留数为
1

a1
=

1

g′(z0)
. (6.46)

证毕。

例 6.8 设

f(z) =
2 + z + z2

(z − 2)(z − 3)(z − 4)(z − 5)
. (6.47)

证明所有极点都是单极点，并计算其留数。

解： 函数 f(z) 在 z = 2, 3, 4, 5 处具有极点。它们都是孤立奇点。我们以 z = 2 为例，其他情

况类似。两边乘以 z − 2 得到：

g(z) = (z − 2)f(z) =
2 + z + z2

(z − 3)(z − 4)(z − 5)
. (6.48)

函数 g(z) 在 z = 2 处解析，并且

g(2) = −4

3
. (6.49)

因此，z = 2 处的极点是单极点，并且

Res f(2) = −4

3
. (6.50)
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例 6.9 设

f(z) =
1

sin(z)
. (6.51)

求所有极点及其留数。

解： 函数 f(z) 的极点是 sin(z) 的零点，即

z = nπ, n ∈ Z. (6.52)

由于 sin(z) 的导数为

sin′(nπ) = cos(nπ), (6.53)

且 cos(nπ) 6= 0，所以这些零点是单极点。根据前述性质 5，留数计算如下：

Res f(nπ) =
1

cos(nπ)
= (−1)n. (6.54)

例 6.10 设

f(z) =
1

z (z2 + 1) (z − 2)2
. (6.55)

确定所有极点，并判断哪些是单极点。

解： 函数 f(z) 的极点位于

z = 0,±i, 2. (6.56)

分析 z = 0处的极点：设

g(z) = zf(z), (6.57)

则

g(z) =
1

(z2 + 1) (z − 2)2
. (6.58)

由于 g(z) 在 z = 0 解析且

g(0) =
1

4
, (6.59)

因此 z = 0 为单极点，且

Res f(0) =
1

4
. (6.60)

分析 z = i处的极点：设

g(z) = (z − i)f(z), (6.61)

则

g(z) =
1

z(z + i)(z − 2)2
. (6.62)

由于 g(z) 在 z = i解析，因此 z = i为单极点，且

Res f(i) = g(i). (6.63)
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分析 z = −i处的极点：该情况与 z = i的情况类似，因此 z = −i也是单极点。

分析 z = 2处的极点：设

g(z) = (z − 2)f(z), (6.64)

则

g(z) =
1

z (z2 + 1) (z − 2)
. (6.65)

由于 g(z) 在 z = 2 不解析，因此 z = 2 不是单极点（显然它是一个二阶极点）。

例 6.11 设 p(z), q(z) 在 z = z0 处解析，且满足

p (z0) 6= 0, q (z0) = 0, q′ (z0) 6= 0. (6.66)

求

Resz=z0
p(z)

q(z)
. (6.67)

解： 由于 q′(z0) 6= 0，可知 q(z) 在 z0 处有一个单零点，因此 1/q 在 z0 处有一个单极点，且

Res

(
1

q
, z0

)
=

1

q′(z0)
. (6.68)

由于 p(z0) 6= 0，我们得到

Res

(
p

q
, z0

)
= p(z0)Res

(
1

q
, z0

)
=
p(z0)

q′(z0)
. (6.69)

有限阶极点的留数计算

对于高阶极点，我们可以提出与单极点类似的结论，但相关的公式和计算会更加复杂。其

一般原则如下：

定理 6.1 若 f(z) 在 z0 处具有阶数为 k 的极点，则函数

g(z) = (z − z0)
kf(z) (6.70)

在 z0 处解析，且若其展开式为

g(z) = a0 + a1(z − z0) + . . . (6.71)

则 f 在 z0 处的留数由以下公式给出：

Res f(z0) = ak−1 =
g(k−1)(z0)

(k − 1)!
(6.72)

证明： 这一结果可通过 g 和 f 的泰勒级数及洛朗级数直接得出。
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例 6.12 设

f(z) =
sinh(z)

z5
(6.73)

求 z = 0 处的留数。

解： 我们知道 sinh(z) 的泰勒级数展开为：

sinh(z) = z +
z3

3!
+
z5

5!
+ . . . (6.74)

（可以通过 sinh(z) = ez−e−z

2 以及 ez 的泰勒展开式推导得到。）

因此，f(z) 具有展开式：

f(z) =
1

z4
+

1

3!z2
+

1

5!
+ . . . (6.75)

由此可见 Res f(0) = 0。

注意 由于 f(z) 是偶函数，我们也可以直接由对称性看出其在 z = 0 处的留数为零。

例 6.13 设

f(z) =
sinh(z)ez

z5
(6.76)

求 z = 0 处的留数。

解： 很明显，Res f(0) 即 sinh(z)ez 的泰勒展开式中 z4 项的系数。直接计算：

sinh(z)ez =

(
z +

z3

3!
+ . . .

)(
1 + z +

z2

2
+
z3

3!
+ . . .

)
(6.77)

展开后，我们找到 z4 项的系数：
1

3!
+

1

3!
=

1

3
(6.78)

因此

Res f(0) =
1

3
(6.79)

例 6.14 求函数

f(z) =
1

z(z2 + 1)(z − 2)2
(6.80)

在 z = 2 处的留数。

解： 令

g(z) = (z − 2)2f(z) =
1

z(z2 + 1)
(6.81)

由于 g(z) 在 z = 2 处解析，因此留数即其泰勒展开式中的 a1 项，即 g′(2)。直接计算得：

Res f(2) = g′(2) = − 13

100
(6.82)
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6.3.2 cot(z)

函数 cot(z) 在数学分析和应用中具有重要作用。这主要是因为它在所有 π 的整数倍处具有

单极点，并且在每个极点处的留数均为 1。我们首先证明这一性质。

定理 6.2 设 f(z) = cot(z)，则 f(z) 在 z = nπ（n为整数）处具有单极点，并且

Res f(nπ) = 1. (6.83)

证明： 由定义，cot(z) 可以表示为

f(z) =
cos(z)

sin(z)
(6.84)

该函数的极点位于 sin(z) 的零点，即 z = nπ 处。由于 f(z) 可表示为分式 p/q，其中 q 在 z0 处

具有单零点且 p(z0) 6= 0，因此可以使用以下留数公式：

Res(f, z0) =
p(z0)

q′(z0)
. (6.85)

在本例中，p(z) = cos(z)，q(z) = sin(z)，计算其导数：

q′(z) = cos(z). (6.86)

于是，

Res f(nπ) =
cos(nπ)

cos(nπ)
= 1. (6.87)

证明完毕。

注意 有时我们需要 cot(z) 的洛朗级数展开的更多项。目前尚无已知的通用公式，但可以使用

以下方法计算所需的任意多项。

例 6.15 计算 cot(z) 在 z = 0 处的洛朗级数展开的前几项。

解： 由于 cot(z) 在 z = 0 处具有单极点，我们可以设其展开形式为

cot(z) =
b1
z

+ a0 + a1z + a2z
2 + . . . (6.88)

同时，我们有

cot(z) =
cos(z)

sin(z)
=

1− z2/2 + z4/4!− . . .

z − z3/3! + z5/5!− . . .
(6.89)

交叉相乘后，我们得到(
b1
z

+ a0 + a1z + a2z
2 + . . .

)(
z − z3

3!
+
z5

5!
− . . .

)
= 1− z2

2!
+
z4

4!
− . . . (6.90)

通过展开并比较 z 的各次幂的系数，我们得到

b1 + a0z +

(
−b1
3!

+ a1

)
z2 +

(
−a0
3!

+ a2

)
z3 +

(
b1
5!

− a1
3!

+ a3

)
z4 = 1− z2

2!
+
z4

4!
. (6.91)
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由此，我们可以求解：
b1 = 1, a0 = 0,

− b1
3!

+ a1 = − 1

2!
⇒ a1 = −1

3
,

− a0
3!

+ a2 = 0 ⇒ a2 = 0,

b1
5!

− a1
3!

+ a3 =
1

4!
⇒ a3 = − 1

45
.

(6.92)

由此可见，所有偶次幂项均为零，这与 cot(z) 为奇函数的性质一致。因此，最终展开式为：

cot(z) =
1

z
− z

3
− z3

45
+ . . . (6.93)
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6.4 柯西留数定理

柯西留数定理是复分析中的一个重要定理，它使我们能够系统化先前在围绕奇点的围道积

分计算中采用的某些“初步”方法。

定理 6.3 (柯西留数定理) 设有界区域 A的边界 C 为分段光滑的简单闭合曲线。若除有限个孤立

奇点 bk, k = 1, 2, 3, · · · , n外，函数 f(z) 在 A内单值解析，在 Ā中连续，并且 f(z) 在边界 C 上

连续，则沿区域 A边界正向的积分∮
C
f(z)dz = 2πi

n∑
k=1

Res f (bk)

证明： 证明基于下图所示的几何构造，其展示了围绕两个极点 z1 和 z2 的曲线 C，右图则通

过适当的切割线和小圆圈使得新的围道 C̃ 不包含任何 f 的极点，并确保每个小圆圈仅包含单个

极点。

图 59: 柯西留数定理

右侧围道 C̃ 由以下曲线构成：

C̃ = C1 + C2 − C3 − C2 + C4 + C5 − C6 − C5 (6.94)

其中，左侧围道 C 可表示为 C = C1 + C4。由于 C̃ 内部无极点，根据柯西积分定理，有：∫
C̃
f(z)dz =

∫
C1+C2−C3−C2+C4+C5−C6−C5

f(z)dz = 0 (6.95)

消去重复的 C2 和 C5，可得： ∫
C1+C4

f(z)dz =

∫
C3+C6

f(z)dz (6.96)

设 f(z) 在 z1 处的洛朗展开式为：

f(z) = · · ·+ b2
(z − z1)2

+
b1

z − z1
+ a0 + a1(z − z1) + . . . (6.97)

则沿着 C3 的积分为：∫
C3

f(z)dz =

∫
C3

(
· · ·+ b2

(z − z1)2
+

b1
z − z1

+ a0 + a1(z − z1) + . . .

)
dz

= 2πib1

= 2πiRes f(z1)

(6.98)
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同理， ∫
C6

f(z)dz = 2πiRes f(z2) (6.99)

结合 C = C1 + C4，我们最终得到：∫
C
f(z)dz = 2πi [Res f(z1) + Res f(z2)] (6.100)

这就证明了该定理在包含两个极点的情形下成立。推广至任意个孤立奇点的情形是直接的。

留数定理表明，在复平面中的任何围道积分的取值，仅取决于围道内部的少数几个特殊点

的性质。

例 6.16 计算下列围道积分

f(z) =
1

z (z2 + 1)
(6.101)

在图60中所示的各个围道 C1, C2, C3, C4 上的积分值。

图 60: 围道示意图

解： 函数 f(z) 的极点在 z = 0,±i处。我们使用留数定理来计算每个极点的留数。

在 z = 0处：设

g(z) = zf(z) =
1

z2 + 1
(6.102)

显然，g(z) 在 z = 0 处解析，因此，f(z) 在 z = 0 处有一个单极点，留数为

Res f(0) = g(0) = 1 (6.103)

在 z = i处：设

g(z) = (z − i)f(z) =
1

z(z + i)
(6.104)

显然，g(z) 在 z = i处解析，因此，f(z) 在 z = i处有一个单极点，留数为

Res f(i) = g(i) = −1

2
(6.105)
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在 z = −i处：设

g(z) = (z + i)f(z) =
1

z(z − i)
(6.106)

显然，g(z) 在 z = −i处解析，因此，f(z) 在 z = −i处有一个单极点，留数为

Res f(−i) = g(−i) = −1

2
(6.107)

使用留数定理，我们得到∫
C1

f(z) dz = 0 (因为 f(z) 在 C1 内解析)∫
C2

f(z) dz = 2πiRes f(i) = −πi∫
C3

f(z) dz = 2πi [Res f(i) + Res f(0)] = πi∫
C4

f(z) dz = 2πi [Res f(i) + Res f(0) + Res f(−i)] = 0

(6.108)

例 6.17 计算下列围道积分

∫
|z|=2

5z − 2

z(z − 1)
dz (6.109)

解： 设

f(z) =
5z − 2

z(z − 1)
(6.110)

函数 f(z) 的极点在 z = 0 和 z = 1 处，并且该围道包含了这两个极点。

图 61: 包含极点的围道

在 z = 0处：设

g(z) = zf(z) =
5z − 2

z − 1
(6.111)

显然，g(z) 在 z = 0 处解析，因此，f(z) 在 z = 0 处有一个单极点，留数为

Res f(0) = g(0) = 2 (6.112)
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在 z = 1处：设

g(z) = (z − 1)f(z) =
5z − 2

z
(6.113)

显然，g(z) 在 z = 1 处解析，因此，f(z) 在 z = 1 处有一个单极点，留数为

Res f(1) = g(1) = 3 (6.114)

最终，使用留数定理，我们得到∫
C

5z − 2

z(z − 1)
dz = 2πi [Res f(0) + Res f(1)] = 10πi (6.115)

例 6.18 计算下列围道积分

∫
|z|=1

z2 sin

(
1

z

)
dz (6.116)

解： 设

f(z) = z2 sin

(
1

z

)
(6.117)

函数 f(z) 在 z = 0 处有一个孤立的奇点。使用 sin(w) 的泰勒级数展开，我们得到

z2 sin

(
1

z

)
= z2

(
1

z
− 1

3!z3
+

1

5!z5
− . . .

)
= z − 1

6z
+ . . . (6.118)

因此，f(z) 在 z = 0 处的留数为

Res f(0) = −1

6
(6.119)

根据留数定理，我们得到 ∫
|z|=1

z2 sin

(
1

z

)
dz = 2πiRes f(0) = − iπ

3
(6.120)

例 6.19 计算下列围道积分

∫
C

1

z(z − 2)4
dz (6.121)

其中，C 为 |z − 2| = 1 的围道。

解： 设

f(z) =
1

z(z − 2)4
(6.122)

z = 0 处的奇点在积分路径之外，因此它不会对积分产生贡献。为了使用留数定理，我们需要计

算 f 在 z = 2 处的留数。我们可以通过多种方法来计算留数，以下是其中一种方法：

1

z
=

1

2 + (z − 2)
=

1

2
· 1

1 + z−2
2

=
1

2

(
1− z − 2

2
+

(z − 2)2

4
− (z − 2)3

8
+ · · ·

)
(6.123)
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图 62: 极点和围道。

该级数在 0 < |z − 2| < 2 时有效。于是，

f(z) =
1

(z − 4)4
· 1
z
=

1

2(z − 2)4
− 1

4(z − 2)3
+

1

8(z − 2)2
− 1

16(z − 2)
+ · · · (6.124)

因此，f(z) 在 z = 2 处的留数为 Res f(2) = − 1
16。

根据留数定理，积分为 ∫
C
f(z)dz = 2πiRes f(2) = −πi

8
(6.125)

例 6.20 计算下列围道积分

∫
C

1

sin(z)
dz (6.126)

其中，C 为图示的围道。

图 63: 围道中的极点.

解： 设

f(z) =
1

sin(z)
(6.127)

f 在围道C内有 3 个极点，分别位于 z = 0、z = π和 z = 2π。我们可以通过计算 (z − z0) f(z)

的极限来求出每个极点的留数。

在 z = 0 处：

lim
z→0

z

sin(z)
= lim

z→0

1

cos(z)
= 1 (6.128)

由于该极限存在，z = 0 是一个单极点，因此

Res f(0) = 1 (6.129)
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在 z = π 处：

lim
z→π

z − π

sin(z)
= lim

z→π

1

cos(z)
= −1 (6.130)

由于该极限存在，z = π 是一个单极点，因此

Res f(π) = −1 (6.131)

在 z = 2π 处，使用相同的论证可得

Res(f, 2π) = 1 (6.132)

根据留数定理，∫
C
f(z)dz = 2πi [Res(f, 0) + Res(f, π) + Res(f, 2π)] = 2πi (6.133)

6.5 无穷远点的留数

无穷远点的留数是一种巧妙的工具，它有时可以将多个留数的计算简化为单个留数的计算。

假设 f 在区域 C 内解析，除了有限个奇点之外。令 C 为一个正向方向的曲线，并且该曲线

足够大，以至于能够包含所有奇点，如图64所示。

图 64: 所有的极点都在 C 内部。

定义 6.2 我们通过以下方式定义 f 在无穷远点的留数：

Res f(∞) = − 1

2πi

∫
C
f(z) dz (6.134)

首先，我们需要解释这一概念。简单闭合曲线的内部是沿着曲线方向左侧的区域。曲线 C

是正向的（逆时针方向），因此其内部包含了 f 的所有极点。留数定理告诉我们，曲线 C 上的积

分由这些极点的留数决定。

另一方面，曲线 −C 的内部是曲线 C 外部的区域，且该区域内没有 f 的极点。如果我们希

望留数定理成立，那么唯一的选择是定义无穷远点的留数。
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无穷远点的留数定义假设所有极点都在 C 内部。因此，留数定理可以推出：

Res f(∞) = −
∑

所有极点的留数 (6.135)

为了使这一结果更有用，我们需要一种直接计算无穷远点留数的方法。以下定理将为我们

提供这种计算方法。

定理 6.4 (9.6.1) 如果 f 在区域 C 内解析，除了有限个奇点，那么

Res(f,∞) = −Res

(
1

w2
f

(
1

w

)
, 0

)
(6.136)

证明： 证明仅涉及变量替换：令 w = 1
z。

图 65: 变量替换。

首先注意到 z = 1
w，并且

dz = − 1

w2
dw (6.137)

接下来，注意到映射 w = 1
z 将正向方向的 z-圆（半径为 R）映射为负向方向的 w-圆（半径为

1/R）。（要查看方向，可以跟踪在 z-平面中的圆圈点 1, 2, 3, 4，它们如何映射到 w-平面中的点

上。）因此，

Res(f,∞) = − 1

2πi

∫
C
f(z) dz =

1

2πi

∫
C̃
f

(
1

w

)
1

w2
dw (6.138)

最后，注意到 z = 1
w 将所有在圆 C 内的极点映射到圆 C̃ 外的点。因此， 1

w2 f
(
1
w

)
在圆 C̃ 内的唯

一可能的极点是 w = 0。现在，由于 C̃ 是顺时针方向，留数定理表明

1

2πi

∫
C̃
f

(
1

w

)
1

w2
dw = −Res

(
1

w2
f

(
1

w

)
, 0

)
(6.139)

将此结果与上面的方程进行比较，完成证明。

例 6.21 令

f(z) =
5z − 2

z(z − 1)
. (6.140)

之前我们通过计算 z = 0 和 z = 1 处的留数，得到了∫
|z|=2

f(z) dz = 10πi. (6.141)

143



现在我们通过计算无穷远点的一个留数来重新计算这个积分。

解： 首先，我们计算

1

w2
f

(
1

w

)
=

1

w2
·

5
w − 2(

1
w

) (
1
w − 1

) =
5− 2w

w(1− w)
. (6.142)

我们可以轻松计算得到

Res(f,∞) = −Res

(
1

w2
f

(
1

w

)
, 0

)
= −5. (6.143)

由于 |z| = 2 包含了 f 的所有奇点，因此我们有∫
|z|=2

f(z) dz = −2πiRes(f,∞) = 10πi. (6.144)

这与我们之前得到的结果相同！

6.6 留数定理的应用

在之后几节中，我们将使用留数定理来计算某些实数定积分：∫ b

a
f(x)dx (6.145)

计算此类积分的一般方法如下：

1. 找到一个复解析函数 g(z)，使其在实轴上等于 f(x) 或与 f(x) 紧密相关，例如当 f(x) =

cos(x) 时，可以选取 g(z) = eiz。

2. 选取一个封闭的围道 C，使其包含积分所涉及的实轴部分。

3. 该围道应由多个部分组成，并且应使得我们能够计算除实轴部分外的各段积分。

4. 使用留数定理计算
∫
C g(z)dz。

5. 结合前述步骤，推导出所求定积分的值。
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6.7 无穷积分

本节中的定理将指导我们选择合适的封闭围道 C，以便计算积分。

第一个定理适用于那些衰减速度快于 1/z 的函数。

定理 6.5 (a) 设 f(z) 在上半平面内有定义，若对充分大的 |z|，存在常数 a > 1 和M > 0 使得

|f(z)| ≤ M

|z|a
(6.146)

成立，则有

lim
R→∞

∫
CR

f(z)dz = 0 (6.147)

其中 CR 是下图左侧的半圆。

图 66: 左图：上半平面的半圆路径 CR；右图：下半平面的半圆路径 CR。

(b) 若 f(z) 在下半平面内有定义，且满足

|f(z)| ≤ M

|z|a
(6.148)

则

lim
R→∞

∫
CR

f(z)dz = 0 (6.149)

其中 CR 是上图右侧的半圆。

证明： 我们仅证明 (a)，(b) 的证明类似。使用积分的三角不等式及假设中的估计，对于充分

大的 R，有： ∣∣∣∣∫
CR

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
CR

|f(z)||dz| ≤
∫
CR

M

|z|a
|dz| (6.150)

在极坐标下，CR 由 z = Reiθ 表示，其中 0 ≤ θ ≤ π，于是∫
CR

M

|z|a
|dz| =

∫ π

0

M

Ra
Rdθ =

Mπ

Ra−1
(6.151)

由于 a > 1，当 R→ ∞ 时，右侧趋于零。因此，

lim
R→∞

∫
CR

f(z)dz = 0 (6.152)
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注意 接下来的定理适用于那些衰减速率为 1/z 的函数，其陈述和证明需要更多的细致分析。

定理 6.6 (a) 设 f(z) 在上半平面内有定义，若对于充分大的 |z|，存在常数M > 0 使得

|f(z)| ≤ M

|z|
(6.153)

成立，则对于 a > 0 有

lim
x1→∞,x2→∞

∫
C1+C2+C3

f(z)eiazdz = 0 (6.154)

其中 C1 + C2 + C3 是下图左侧的矩形路径。

图 67: 左图：上半平面的矩形路径 C1 + C2 + C3；右图：下半平面的矩形路径 C1 + C2 + C3。

(b) 类似地，若 a < 0，则有

lim
x1→∞,x2→∞

∫
C1+C2+C3

f(z)eiazdz = 0 (6.155)

其中 C1 + C2 + C3 是上图右侧的矩形路径。

注意 与上一个定理不同，这一结果必须包含因子 eiaz。

证明： (a) 我们首先对 C1, C2, C3 进行参数化：

C1 : γ1(t) = x1 + it, t ∈ [0, x1 + x2]

C2 : γ2(t) = t+ i (x1 + x2) , t ∈ [x1,−x2]
C3 : γ3(t) = −x2 + it, t ∈ [x1 + x2, 0]

假设 x1 和 x2 充分大，使得在每条路径上

|f(z)| ≤ M

|z|
(6.156)

对 C1，有： ∣∣∣∣∫
C1

f(z)eiazdz

∣∣∣∣ ≤ ∫
C1

∣∣f(z)eiaz∣∣ |dz|
≤
∫
C1

M

|z|
∣∣eiaz∣∣ |dz|

=

∫ x1+x2

0

M√
x21 + t2

e−atdt

≤ M

x1

∫ x1+x2

0
e−atdt

=
M

x1

1− e−a(x1+x2)

a
.

(6.157)
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由于 a > 0，很显然当 x1, x2 → +∞ 时，该表达式趋于 0。

对 C2，有： ∣∣∣∣∫
C2

f(z)eiazdz

∣∣∣∣ ≤ ∫
C2

∣∣f(z)eiaz∣∣ |dz|
≤
∫
C2

M

|z|
∣∣eiaz∣∣ |dz|

=

∫ x1

−x2

M√
t2 + (x1 + x2)

2
e−a(x1+x2)dt

≤ Me−a(x1+x2)

x1 + x2

∫ x1+x2

0
dt

≤Me−a(x1+x2).

(6.158)

同样，显然当 x1, x2 → +∞ 时，该表达式趋于 0。

对于 C3，证明与 C1 的情况相同，证明从略。

(b) 的证明类似，需要注意在指数项中保持正确的符号，以确保指数的衰减性。

例 6.22 计算

I =

∫ ∞

−∞

1

(1 + x2)2
dx (6.159)

解： 令

f(z) =
1

(1 + z2)2
(6.160)

显然，对于大 |z|，有

f(z) ≈ 1

z4
. (6.161)

因此，f(z) 满足定理6.5的条件。利用下图所示的围道，并应用留数定理，我们得到：∫
C1+CR

f(z)dz = 2πi
∑

留数f 在围道内的奇点处. (6.162)

图 68: 围道积分示意图

我们分析上述表达式中的各个积分项：∫
CR

f(z)dz ：由定理6.5可知

lim
R→∞

∫
CR

f(z)dz = 0. (6.163)
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∫
C1
f(z)dz ：直接计算可得

lim
R→∞

∫
C1

f(z)dz = lim
R→∞

∫ R

−R
f(x)dx =

∫ ∞

−∞
f(x)dx = I. (6.164)

因此，当 R→ ∞ 时，方程变为

I =

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 2πi

∑
留数f 在围道内的奇点处. (6.165)

接下来，我们计算所需的留数。f(z) 在 ±i处有二阶极点，其中仅 z = i在围道内，因此我

们计算其在 z = i处的留数。令

g(z) = (z − i)2f(z) =
1

(z + i)2
(6.166)

则

Res f(i) = g′(i) = − 2

(2i)3
=

1

4i
. (6.167)

因此，最终结果为：

I = 2πiRes f(i) =
π

2
. (6.168)

例 6.23 计算

I =

∫ ∞

−∞

1

x4 + 1
dx (6.169)

解： 令

f(z) =
1

1 + z4
. (6.170)

我们使用与前例相同的围道：

图 69: 围道积分示意图

与前例类似，有：

lim
R→∞

∫
CR

f(z)dz = 0 (6.171)

以及

lim
R→∞

∫
C1

f(z)dz =

∫ ∞

−∞
f(x)dx = I. (6.172)
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因此，由留数定理可得：

I = lim
R→∞

∫
C1+CR

f(z)dz = 2πi
∑

留数f 在围道内的奇点处. (6.173)

f(z) 的所有极点均为单极点，位于：

z = eiπ/4, ei3π/4, ei5π/4, ei7π/4. (6.174)

其中，仅 eiπ/4 和 ei3π/4 位于围道内。我们分别计算它们的留数。

对于 z1 = eiπ/4：

Res f(z1) = lim
z→z1

(z − z1) f(z) = lim
z→z1

z − z1
1 + z4

=
e−i3π/4

4
. (6.175)

对于 z2 = ei3π/4：

Res f(z2) = lim
z→z2

(z − z2) f(z) = lim
z→z2

z − z2
1 + z4

=
e−iπ/4

4
. (6.176)

因此，

I = 2πi (Res f(z1) + Res f(z2)) . (6.177)

代入计算：

I = 2πi

(
−1− i

4
√
2

+
1− i

4
√
2

)
= π

√
2

2
. (6.178)

例 6.24 假设 b > 0，计算 ∫ ∞

0

cos(x)

x2 + b2
dx (6.179)

解： 首先注意到被积函数是偶函数，因此

I =
1

2

∫ ∞

−∞

cos(x)

x2 + b2
dx. (6.180)

需要注意的是 cos(z) 在上半平面和下半平面都会趋于无穷大，因此不满足定理6.5的假设。解决

的方法是用 eix 替换 cos(x)，即

Ĩ =

∫ ∞

−∞

eix

x2 + b2
dx, 其中 I =

1

2
Re(Ĩ). (6.181)

令

f(z) =
eiz

z2 + b2
. (6.182)

对于 z = x+ iy 且 y > 0，有

|f(z)| =
∣∣ei(x+iy)∣∣
|z2 + b2|

=
e−y

|z2 + b2|
. (6.183)
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图 70: 围道示意图

由于 e−y < 1，f(z) 满足上半平面中的定理6.5的假设，因此可以使用与前例相同的围道（参见

图 70）。

我们有

lim
R→∞

∫
CR

f(z)dz = 0, (6.184)

以及

lim
R→∞

∫
C1

f(z)dz =

∫ ∞

−∞
f(x)dx = Ĩ . (6.185)

因此，由留数定理可得

Ĩ = lim
R→∞

∫
C1+CR

f(z)dz = 2πi
∑

留数f 在围道内的奇点处. (6.186)

f(z) 在 ±bi处有两个单极点，其中只有 bi在围道内部。计算其留数：

Res f(bi) = lim
z→bi

(z − bi)
eiz

z2 + b2
=
e−b

2bi
. (6.187)

因此，

Ĩ = 2πiRes f(bi) =
πe−b

b
. (6.188)

最终，

I =
1

2
Re(Ĩ) =

πe−b

2b
(6.189)

例 6.25 (Dirichlet积分) Dirichlet 积分可以利用留数定理轻松计算。

I =

∫ ∞

−∞
dy

sin y

y
(6.190)

解： 函数 sin y
y ，在 y = 0 处取极限 limy→0

sin y
y = 1，可去奇点，补全在 y = 0 处定义后为复

平面上的全纯函数。积分 I 在原点附近的积分路径被变形为围道 C（见图 71，虚线）时，其值

不会发生变化。因此，

I =

∫
C

eiz

2iz
dz −

∫
C

e−iz

2iz
dz (6.191)
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其中，第一个积分可以通过在上半平面闭合积分路径来计算，第二个积分则在下半平面闭合积

分路径进行计算：

I =

∫
C1

eiz

2iz
dz −

∫
C2

e−iz

2iz
dz (6.192)

根据留数定理，最终结果为：

I = 2πi

(
e0i

2i
− 0

)
= π. (6.193)

图 71: Dirichlet 积分的积分路径变形
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6.8 三角函数的积分

这小节的技巧是利用单位圆上 z = eiθ 的一些基本性质：

e−iθ = 1
z。

cos(θ) = eiθ+e−iθ

2 =
z+ 1

z
2 。

sin(θ) = eiθ−e−iθ

2i =
z− 1

z
2i 。

我们先来看一个例子，随后将给出一个更一般的定理。

例 6.26 计算积分：

I =

∫ 2π

0

dθ

1 + a2 − 2a cos(θ)
(6.194)

假设 |a| 6= 1。

解： 注意，区间 [0, 2π] 用于参数化单位圆上的点 z = eiθ。我们需要进行如下替换：

cos(θ) =
z + 1

z

2
, dz = ieiθdθ ⇒ dθ =

dz

iz
(6.195)

进行变量代换后，积分变为：

I =

∫ 2π

0

dθ

1 + a2 − 2a cos(θ)

=

∫
|z|=1

1

1 + a2 − 2a
z+ 1

z
2

· dz
iz

=

∫
|z|=1

1

i ((1 + a2) z − a (z2 + 1))
dz

(6.196)

定义

f(z) =
1

i ((1 + a2) z − a (z2 + 1))
(6.197)

根据留数定理：

I = 2πi
∑

留数f 在单位圆内的极点. (6.198)

分母可以因式分解：

f(z) =
−1

ia(z − a)(z − 1/a)
(6.199)

极点分别为 a和 1/a，其中一个在单位圆内，另一个在单位圆外。具体情况如下：

如果 |a| > 1，则 1/a在单位圆内，此时

Res f(1/a) =
1

i (a2 − 1)
(6.200)

如果 |a| < 1，则 a在单位圆内，此时

Res f(a) =
1

i (1− a2)
(6.201)
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最终积分结果为：

I =


2π
a2−1

若|a| > 1

2π
1−a2 若|a| < 1

(6.202)

定理 6.7 假设 R(x, y) 是一个有理函数，并且在单位圆

x2 + y2 = 1 (6.203)

上没有极点，则定义函数

f(z) =
1

iz
R

(
z + 1/z

2
,
z − 1/z

2i

)
(6.204)

则有 ∫ 2π

0
R(cos(θ), sin(θ))dθ = 2πi

∑
f 在|z| = 1 内的留数 (6.205)

证明： 我们使用与例子相同的变量替换，因此∫ 2π

0
R(cos(θ), sin(θ))dθ =

∫
|z|=1

R

(
z + 1/z

2
,
z − 1/z

2i

)
dz

iz
(6.206)

假设条件保证 f 在 |z| = 1 上没有极点，因此根据留数定理，结论成立。
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6.9 包含割线的积分

例 6.27 计算

I =

∫ ∞

0

x1/3

1 + x2
dx (6.207)

解： 令

f(x) =
x1/3

1 + x2
(6.208)

由于该函数渐近行为类似于 x−5/3，因此该积分是绝对收敛的。作为复变函数

f(z) =
z1/3

1 + z2
(6.209)

需要在正实轴上引入割线，使其在整个定义区域内解析。

如图 72 所示，我们选择如下的割线，并使用围道 C1 + CR − C2 − Cr

图 72: 围绕割线的围道：内圈半径 r，外圈半径 R。

其中我们为每个部分选取合适的符号，以便积分的参数化方式自然。注意，r取足够小，使

得 C1 和 C2 实际上位于 x-轴的两侧，而由于它们在割线的相对两侧，有∫
C1−C2

f(z)dz 6= 0 (6.210)

在 CR 上：根据定理6.5，
lim
R→∞

∫
CR

f(z)dz = 0 (6.211)

在 Cr 上：假设 r < 1/2，此外令 |z| = r，因此

|f(z)| = |z1/3|
|1 + z2|

≤ r1/3

1− r2
≤ (1/2)1/3

3/4
(6.212)

令上式右端为M，则对于足够小的 r，有 |f(z)| < M，从而∣∣∣∣∫
Cr

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π

0
Mrdθ = 2πMr (6.213)

154



显然，当 r → 0 时，该积分趋于零。

在 C1上：

lim
r→0,R→∞

∫
C1

f(z)dz =

∫ ∞

0
f(x)dx = I (6.214)

在 C2上：由于 θ = 2π，因此 z1/3 = ei2π/3|z|1/3，从而

lim
r→0,R→∞

∫
C2

f(z)dz = ei2π/3
∫ ∞

0
f(x)dx = ei2π/3I (6.215)

计算留数： f(z) 在 ±i处有极点。由留数定理，∫
C1+CR−C2−Cr

f(z)dz = 2πi(Res f(i) + Res f(−i)) (6.216)

取极限 r → 0 和 R→ ∞，由前述分析，(
1− ei2π/3

)
I = 2πi(Res f(i) + Res f(−i)) (6.217)

计算留数：选定 z1/3 的分支，计算

Res f(−i) = (−i)1/3

−2i
=

(
ei3π/2

)1/3
2ei3π/2

=
e−iπ

2
= −1

2
(6.218)

Res f(i) =
i1/3

2i
=

eiπ/6

2eiπ/2
=
e−iπ/3

2
(6.219)

整理计算，(
1− ei2π/3

)
I = 2πi · −1 + e−iπ/3

2
= πi(−1 + 1/2− i

√
3/2) = −πieiπ/3 (6.220)

I =
−πieiπ/3

1− ei2π/3
=

πi

eiπ/3 − e−iπ/3
=

π/2(
eiπ/3 − e−iπ/3

)
/2i

=
π/2

sin(π/3)
=

π√
3

(6.221)

注意：结果是实数，这与我们的预期一致。

例 6.28 计算

I =

∫ ∞

1

dx

x
√
x2 − 1

(6.222)

解： 令

f(z) =
1

z
√
z2 − 1

(6.223)

首先，我们证明积分 ∫ ∞

1
f(x)dx (6.224)
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是绝对收敛的。我们将其拆分为两个部分：∫ ∞

1

dx

x
√
x2 − 1

=

∫ 2

1

dx

x
√
x2 − 1

+

∫ ∞

2

dx

x
√
x2 − 1

(6.225)

第一个积分可以重写为：∫ 2

1

1

x
√
x+ 1

· 1√
x− 1

dx ≤
∫ 2

1

1√
2
· 1√

x− 1
dx =

2√
2

√
x− 1

∣∣∣∣2
1

(6.226)

这表明第一个积分是绝对收敛的。此外，函数 f(x) 在无穷远处的渐近行为类似于 1/x2，因此第

二个积分也是绝对收敛的。综上所述，原始积分是绝对收敛的。

图 73: 围道选择

我们使用围道（见图 73），其中假设大圆的半径为 R，小圆的半径为 r。在复平面中去除了

[1,∞) 和 (−∞,−1] 的割线。

计算留数 f(z) 在 z = 0 处有唯一的极点，计算其留数：

Res f(0) =
1√
−1

=
1

i
= −i (6.227)

根据留数定理， ∫
C1+C2−C3−C4+C5−C6−C7+C8

f(z)dz = 2πiRes f(0) = 2π (6.228)

计算围道各部分的积分极限

lim
R→∞

∫
C1

f(z)dz = lim
R→∞

∫
C5

f(z)dz = 0 (6.229)

lim
r→0

∫
C3

f(z)dz = lim
r→0

∫
C7

f(z)dz = 0 (6.230)

此外，

lim
R→∞,r→0

∫
C2

f(z)dz = lim
R→∞,r→0

∫
−C4

f(z)dz (6.231)
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= lim
R→∞,r→0

∫
−C6

f(z)dz = lim
R→∞,r→0

∫
C8

f(z)dz = I (6.232)

利用这些极限，可以得到：

4I = 2π ⇒ I =
π

2
(6.233)

验证各极限 对于 C1 和 C5，可以利用定理6.5，由于：

|f(z)| ≈ 1/|z|3/2 (6.234)

对于 C3，假设 r 足够小，则有

z = −1 + reiθ (6.235)

于是

|f(z)| = 1

|z
√
z − 1

√
z + 1|

=
1

|−1 + reiθ|
√
|−2 + reiθ|

√
r
≤ M√

r
(6.236)

其中选取M 满足
1

|−1 + reiθ|
√
|−2 + reiθ|

(6.237)

因此 ∣∣∣∣∫
C3

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
C3

M√
r
|dz| ≤ M

|
√
r|

· 2πr = 2πM
√
r → 0, r → 0 (6.238)

对 C7 类似处理。

计算实轴部分 C8 的参数化形式为：

z = x+ iϵ, x ∈ [1,∞) (6.239)

其中 ϵ→ 0+，因此

arg(z2 − 1) ≈ 0, f(z) ≈ f(x) (6.240)

可得

lim
R→∞,r→0

∫
C8

f(z)dz =

∫ ∞

1
f(x)dx = I (6.241)

C6 的参数化形式为：

z = x− iϵ, x ∈ (∞, 1] (6.242)

于是

arg(z2 − 1) ≈ 2π,
√
z2 − 1 ≈ −

√
x2 − 1 (6.243)

因此

f(z) ≈ f(x) (6.244)

从而

lim
R→∞,r→0

∫
C2

f(z)dz =

∫ 1

∞
f(x)(−dx) =

∫ ∞

1
f(x)dx = I (6.245)

对 −C4 类似处理。
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6.10 柯西主值

例 6.29 计算

I =

∫ ∞

0

sin(x)

x
dx (6.246)

此积分不是绝对收敛的，但它是条件收敛的。

例如可以定义

I = lim
R→∞

∫ R

0

sin(x)

x
dx (6.247)

解： 首先注意到，sin(x)/x是偶函数，因此

I =
1

2

∫ ∞

−∞

sin(x)

x
dx (6.248)

接下来，为了避免 sin(z) 在上半平面和下半平面都趋于无穷大的问题，我们用指数函数替换被

积函数：

Ĩ =

∫ ∞

−∞

eix

x
dx (6.249)

此时，问题的关键在于积分的被积函数在 z = 0 处存在极点，导致积分不收敛。此外，在尝试使

用围道积分方法时，我们不能选择包含 z = 0 的围道。这正是定义柯西主值（principal value）的

动机，我们将在后续内容中继续讨论该例子。

定义 6.3 (柯西主值) 假设函数 f(x) 在实数轴上除了 x1 外连续，则定义其柯西主值为：

p. v.

∫ ∞

−∞
f(x)dx := lim

R→∞,r1→0

∫ x1−r1

−R
f(x)dx+

∫ R

x1+r1

f(x)dx. (6.250)

上述定义的前提是该极限收敛。需要注意的是，定义中积分区间在 x1 上下及无穷远处均是对称

的。

当然，如果积分 ∫ ∞

−∞
f(x)dx (6.251)

收敛，则其主值也收敛，且两者取值相同。我们可以进一步推广该定义至以下情况：

1. 如果 f(x) 在整个实轴上连续，则其主值积分定义为：

p. v.

∫ ∞

−∞
f(x)dx := lim

R→∞

∫ R

−R
f(x)dx. (6.252)

2. 如果 f(x) 在多个点 x1 < x2 < x3 < · · · < xn 处不连续，则其主值积分定义为：

p. v.

∫ ∞

−∞
f(x)dx = lim

∫ x1−r1

−R
f(x)dx+

∫ x2−r2

x1+r1

+

∫ x3−r3

x2+r2

+ . . .

∫ R

xn+rn

f(x)dx, (6.253)

积分区间如图74所示，其中极限是 R→ ∞ 以及所有 rk → 0。
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图 74: 柯西主值积分的积分区间在不连续点 xk 及无穷远处对称

注意 接下来的例子将展示，在某些情况下，柯西主值积分可能收敛，而原始积分不收敛。但反

之绝不会成立。

例 6.30 如果 f(x) 在 x1 < x2 < · · · < xn 处存在不连续点，且积分
∫∞
−∞ f(x)dx收敛，则柯西主

值积分 p. v.
∫∞
−∞ f(x)dx也收敛。

解： 该命题的证明主要依赖于对积分收敛性的理解。积分
∫∞
−∞ f(x)dx 收敛意味着以下各个

极限均收敛：

lim
R1→∞,a1→0

∫ x1−a1

−R1

f(x)dx,

lim
b1→0,a2→0

∫ x2−a2

x1+b1

f(x)dx,

...

lim
R2→∞,bn→0

∫ R2

xn+bn

f(x)dx.

(6.254)

这里，并没有对称性的要求，例如 R1 和 R2 是完全独立的，同样 a1 和 b1 也是独立的。

另一方面，柯西主值积分的收敛性意味着以下极限的收敛性：

p. v.

∫ ∞

−∞
f(x)dx = lim

∫ x1−r1

−R
f(x)dx+

∫ x2−r2

x1+r1

+

∫ x3−r3

x2+r2

+ . . .

∫ R

xn+rn

f(x)dx. (6.255)

其中极限是取 R→ ∞ 以及所有 rk → 0。此时，积分的上下限具有对称性，例如，在等式 (1) 中
a1 和 b1 被统一替换为 r1，以此类推。

显然，如果等式 (6.254) 中的极限收敛，则等式 (6.255) 中的极限也必然收敛，从而证明了命

题。

例 6.31 考虑积分： ∫ ∞

−∞

1

x
dx 以及 p. v.

∫ ∞

−∞

1

x
dx. (6.256)

解： 第一个积分是发散的。计算：∫ −r1

−R1

1

x
dx+

∫ R2

r2

1

x
dx = ln(r1)− ln(R1) + ln(R2)− ln(r2). (6.257)

当 R1, R2 → ∞ 且 r1, r2 → 0 时，该表达式显然趋向于无穷大，因此积分发散。

另一方面，考虑对称的柯西主值积分：

p. v.

∫ ∞

−∞

1

x
dx = lim

R→∞,r→0

(∫ −r

−R

1

x
dx+

∫ R

r

1

x
dx

)
. (6.258)

计算得：

ln(r)− ln(R) + ln(R)− ln(r) = 0. (6.259)
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因此，该极限收敛到 0。

注意 之后我们会看到，柯西主值在围绕某些点进行半圆积分时会自然地出现。本节的计算为

后续章节做准备。
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6.11 圆弧积分

定理 6.8 假设 f(z) 在 z0 处具有一个单极点。令 Cr 为以 z0 为中心、半径为 r的半圆路径，其参

数方程为 γ(θ) = z0 + reiθ，其中 0 ≤ θ ≤ π。则有：

lim
r→0

∫
Cr

f(z)dz = πiRes f(z0). (6.260)

图 75: 围绕 z0 的小半圆 Cr。

证明： 由于我们取极限 r → 0，可以假设 r 足够小，使得 f(z) 在以 z0 为中心、半径为 r 的去

心圆盘内具有洛朗展开式。由于 z0 处的极点是单极点，因此 f(z) 具有形式：

f(z) =
b1

z − z0
+ a0 + a1(z − z0) + . . . , 其中 0 < |z − z0| ≤ r. (6.261)

于是，对 Cr 进行积分： ∫
Cr

f(z)dz =

∫ π

0
f
(
z0 + reiθ

)
rieiθdθ. (6.262)

将 f(z) 代入展开： ∫
Cr

f(z)dz =

∫ π

0

(
b1i+ a0ire

iθ + a1ir
2ei2θ + . . .

)
dθ. (6.263)

其中 b1 项的积分为： ∫ π

0
b1idθ = πib1. (6.264)

其余所有项均含有 r 的正幂次，显然当 r → 0 时，这些项的积分均趋于 0，因此得到：

lim
r→0

∫
Cr

f(z)dz = πib1 = πiRes f(z0). (6.265)

证毕。

注意 如果 z0 处的极点不是单极点，则定理不成立，并且极限 limr→0

∫
Cr
f(z)dz 可能不存在。

同样的证明方法可以得出一个稍微更一般的结论。
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定理 6.9 假设 f(z) 在 z0 处具有一个单极点。令 Cr 为以 z0 为中心、半径为 r的圆弧，其参数方

程为：

γ(θ) = z0 + reiθ, θ0 ≤ θ ≤ θ0 + α. (6.266)

则有：

lim
r→0

∫
Cr

f(z)dz = αiRes f(z0). (6.267)

图 76: 围绕 z0 的小圆弧 Cr。

例 6.32 之前我们在例 6.29 中定义了柯西主值。现在，我们利用主值计算

Ĩ = p.v.
∫ ∞

−∞

eix

x
dx. (6.268)

解： 我们使用图77所示的围道，该围道包含了围绕 z = 0 的小半圆。由于围道内部没有极点，

留数定理给出 ∫
C1−Cr+C2+CR

eiz

z
dz = 0. (6.269)

图 77: 包含小半圆的围道。

接下来，我们将围道积分拆分为若干部分，

lim
R→∞,r→0

∫
C1+C2

eiz

z
dz = Ĩ . (6.270)

由定理6.6可以得到

lim
R→∞

∫
CR

eiz

z
dz = 0. (6.271)
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而定理6.8给出

lim
r→0

∫
Cr

eiz

z
dz = πiRes f(0) = πi. (6.272)

综合上述结果，我们得到

lim
R→∞,r→0

∫
C1−Cr+C2+CR

eiz

z
dz = Ĩ − πi = 0, (6.273)

因此 Ĩ = πi。

回顾例6.29，我们计算的积分

I =

∫ ∞

0

sin(x)

x
dx (6.274)

满足

I =
1

2
Im(Ĩ) =

π

2
. (6.275)

注意 I 是一个条件收敛的积分，而 Ĩ 仅以柯西主值的形式存在。由于 I 是一个收敛的积分，我

们知道计算柯西主值的方式足以给出收敛积分的值。

例 6.33 考虑如下积分：

I =

∫ ∞

−∞
dx

f(x)

x− iδ
, (6.276)

其中 δ > 0 是无穷小量，f(z) 是在实轴附近的一条带状区域内解析的函数。

图 78: 例6.33 中的积分路径。

函数 1
z−iδ 在 z = iδ 处有一单极点，如图 78 图所示。我们沿实轴闭合积分路径形成一个闭

合环路，在解析区域内对解析函数进行积分，其结果为零。因此（容易证明 δ → 0 证明垂直路

径贡献为 0）：

0 =

∫
R
dz

f(z)

z − iδ
−
∫
γ−+S+γ+

dz
f(z)

z − iδ
= I −

∫
γ−+S+γ+

dz
f(z)

z − iδ
, (6.277)

其中积分路径为：
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γ− : t+ iδ，t < −ϵ
γ+ : t+ iδ，t > ϵ

S 是绕 z = iδ 的半圆，参数化为 z = iδ + ϵeit, t ∈ [π, 2π]

令 0 < ϵ < δ � 1，代入各条路径得：∫
γ−

dz
f(z)

z − iδ
=

∫ −ϵ

−∞
dt
f(t+ iδ)

t
'
∫ −ϵ

−∞
dt
f(t)

t
, (6.278)∫

γ+

dz
f(z)

z − iδ
=

∫ ∞

ϵ
dt
f(t+ iδ)

t
'
∫ ∞

ϵ
dt
f(t)

t
, (6.279)∫

S
dz

f(z)

z − iδ
=

∫ 2π

π
dt (iϵeit)

f(iδ − ϵeit)

ϵeit
' iπf(0). (6.280)

因此， ∫ ∞

−∞
dx

f(x)

x− iδ
= p.v.

∫ ∞

−∞
dx

f(x)

x
+ iπf(0), (6.281)

其中主值积分定义为：

p.v.

∫ ∞

−∞
g(x)dx := lim

ϵ→0

(∫ −ϵ

−∞
g(x)dx+

∫ ∞

ϵ
g(x)dx

)
. (6.282)

我们也常写成符号表达式：

1

x− iδ
= p.v.

1

x
+ iπδ(x), (6.283)

但需注意此式仅在积分符号下成立，且取极限 δ → 0 的意义下。

例如当 f(x) = 1
1+x2

时：∫
R
dx

1

1 + x2
· 1

x− iδ
= p.v.

∫ ∞

−∞

1

x(1 + x2)
dx+ iπ

∫ ∞

−∞

δ(x)

1 + x2
dx = iπ. (6.284)

主值积分部分由于被积函数关于 x↔ −x为奇函数而为零。
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7 通过积分和级数定义的实函数回顾

本章回顾若干通过积分和级数定义的实函数，下章将介绍解析延拓的概念，以及复数函数。
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7.1 通过积分定义的函数

通过积分定义函数是一种便捷的方式。例如被积函数或积分的上下限包含参数，那么这些

参数可以视为函数的自变量，从而使积分本身成为这些参数的函数。在本节中，我们列出了一

些通常通过积分定义的重要函数。

7.1.1 伽马函数

考虑以下积分定义：

Γ(x) :=

∫ ∞

0
tx−1e−tdt (7.1)

其中 x > 0 为实数。对上述方程进行分部积分，令 u = tx−1，dv = e−tdt = −d(e−t)，则有：

Γ(x) =

≡uv︷ ︸︸ ︷
tx−1

[
−e−t

]∣∣∣∣∣∣
∞

0︸ ︷︷ ︸
=0, x>1

+(x− 1)

∫ ∞

0

≡−vdu︷ ︸︸ ︷
tx−2e−tdt︸ ︷︷ ︸

=Γ(x−1)

(7.2)

因此，可以得到递推关系：

Γ(x) = (x− 1)Γ(x− 1) (7.3)

特别地，当 x为正整数 n时，递推关系反复应用可得：

Γ(n) = (n− 1)Γ(n− 1) = (n− 1)(n− 2)Γ(n− 2)

= (n− 1)(n− 2) · · · 1 · Γ(1) = (n− 1)!,
(7.4)

其中 Γ(1) = 1 可由上式直接验证。因此，可得：

Γ(n+ 1) = n!, 当n为正整数 (7.5)

注意 将递推关系变形为 Γ(x− 1) = Γ(x)/(x− 1)，当 x→ 1 时，

lim
x→1

Γ(x− 1) = lim
x→1

Γ(x)

x− 1
→ ∞ (7.6)

由于 Γ(1) = 1，因此 Γ(0) = ∞。类似地，

lim
x→0

Γ(x− 1) = lim
x→0

Γ(x)

x− 1
→ Γ(0)

−1
→ ∞ (7.7)

即 Γ(−1) = ∞。由此可见，Γ(n) = ∞ 对于所有非正整数 n 均成立，即，Γ(x) 在这些点上未定

义。

定义 7.1 由以下方程定义的函数称为伽马函数（Gamma function）：

Γ(x) :=

∫ ∞

0
tx−1e−tdt (7.8)

由于其满足以下关系：

Γ(x+ 1) = x!, 对任意实数x (7.9)

因此，伽马函数是对阶乘的推广，使其适用于非整数值。我们有时将 Γ 称为阶乘函数（factorial
function）。
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注意 伽马函数在除零和负整数以外的所有实数 x处均有定义。当 x取零或负整数时，Γ(x) 发

散。

7.1.2 Beta函数

在某些应用中，贝塔函数（Beta function）会出现。考虑伽马函数的乘积：

Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞

0
tx−1e−tdt

∫ ∞

0
sy−1e−sds =

∫ ∞

0

∫ ∞

0
tx−1sy−1e−(t+s)dtds (7.10)

引入新变量 u = t+ s 并使用它来改写关于 s 的积分。由于 s 和 t 的下限均为 0，故 u 的积分下

限也为 0。同时，由于 s 和 t 均为正数，且其和为 u，因此 t 的上限不能超过 u。因此，我们可

以写出：

Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞

0
du

∫ u

0
dt tx−1(u− t)y−1e−u (7.11)

现在引入另一个变量 w，使其满足 t = uw。在对 t 积分时，u 视为常数，因此有 dt = udw，且

w 的积分范围为 0 到 1。于是，我们可以改写积分为：

Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞

0
du e−uux+y−1︸ ︷︷ ︸
=Γ(x+y)

∫ 1

0
dwwx−1(1− w)y−1 (7.12)

定义 7.2 贝塔函数（Beta Function）定义如下：

B(x, y) :=
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
=

∫ 1

0
dt tx−1(1− t)y−1 (7.13)

另一种表示形式 通过变量替换 t = sin2 θ，我们可以得到贝塔函数的另一种表达形式。由于

dt = 2 sin θ cos θ dθ, 1− t = 1− sin2 θ = cos2 θ (7.14)

且积分限变为 0 和 π/2，我们有

B(x, y) = 2

∫ π/2

0
(sin θ)2x−1(cos θ)2y−1dθ (7.15)

7.1.3 误差函数（Error Function）

误差函数（Error function）在统计学中被广泛使用，其定义如下：

erf(x) =
1√
π

∫ x

−x
e−t

2
dt =

2√
π

∫ x

0
e−t

2
dt (7.16)

性质 误差函数具有如下重要性质：

erf(∞) = 1 (7.17)
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7.1.4 椭圆函数（Elliptic Functions）

在三维笛卡尔坐标系下，参数方程表示的曲线

x = f(t), y = g(t), z = h(t), t1 ≤ t ≤ t2 (7.18)

其微分弧长 dl 为：

dl =
√
dx2 + dy2 + dz2 =

√
[f ′(t)]2 + [g′(t)]2 + [h′(t)]2dt (7.19)

因此，从曲线的起点 (f (t1) , g (t1) , h (t1)) 到终点 (f (t2) , g (t2) , h (t2)) 的总弧长 L 可由下式给

出：

L =

∫ t2

t1

√
[f ′(t)]2 + [g′(t)]2 + [h′(t)]2dt (7.20)

许多曲线的弧长，包括一些看似复杂的曲线，可以通过方程 7.20 解析求解。然而，计算一个看

似简单的曲线——椭圆的周长，却是不可能的！让我们尝试计算椭圆的周长，看看会得到什么

结果。

例 7.1 (椭圆周长的计算) 椭圆的参数方程（椭圆位于 xy-平面，长轴和短轴分别为 a和 b）可表

示为：

x = a sin t, y = b cos t, z = 0, 0 ≤ t ≤ 2π. (7.21)

将这些参数方程代入方程 7.20，得到：

L =

∫ 2π

0

√
[a cos t]2 + [−b sin t]2 + [0]2dt

=

∫ 2π

0

√
a2 cos2 t+ b2 sin2 tdt

=

∫ 2π

0

√
a2
(
1− sin2 t

)
+ b2 sin2 tdt

= a

∫ 2π

0

√
1− k2 sin2 tdt (7.22)

其中，k2 =
(
a2 − b2

)
/a2。这个看似简单的积分无法用常规积分技巧求解。因此 19 世纪的数学

家研究该积分及其相关积分，将其作为独立的函数来研究。

定义 7.3 第一类椭圆积分定义为：

F (φ, k) ≡
∫ φ

0

dt√
1− k2 sin2 t

(7.23)

其中，F 是一个包含两个变量的函数，因为积分中涉及两个参数：一个出现在被积函数中，另

一个作为积分上限。

定义 7.4 第二类椭圆积分定义为：

E(φ, k) ≡
∫ φ

0

√
1− k2 sin2 tdt (7.24)

第二类椭圆积分可解释为椭圆部分弧长的计算。椭圆的周长 L（长半轴 a，短半轴 b）可表示为：

L = aE(2π, k) 其中 k =

√
a2 − b2

a
. (7.25)
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7.2 通过级数定义的函数

微分方程广泛应用于物理学的各个领域，从行星绕太阳的运动，到绳索或鼓面上的驻波，再

到导体的电学特性以及电磁场的行为等。由于迫切需要求解这些微分方程，十八世纪末至十九

世纪初的许多数学家集中研究了一些特定的微分方程。研究发现，描述自然界的微分方程往往

会引入新的特殊函数。

求解这些微分方程的最常见方法是：假设解具有幂级数的形式，将其代入微分方程，并通过

幂级数展开式的恒等性求解未知系数。这种方法极为强大，我们将在后续章节中详细探讨。在

本章中，我们先介绍一些通过幂级数表示的特定微分方程的解（函数）。

7.2.1 高斯超几何函数

在研究二阶微分方程时，数学家们为了寻找普遍性，提出了一种最一般形式的二阶线性微

分方程，该方程涵盖了在物理学中具有重要意义的微分方程。这一方程被称为超几何微分方程，

其形式如下：

x(1− x)y′′ + [γ − (α+ β + 1)x]y′ − αβy = 0 (7.26)

其中 α, β, γ 为常数。该微分方程的级数解称为高斯超几何函数或普通超几何函数，其表达式可

以用伽马函数表示为：

2F1(α, β; γ;x) :=
Γ(γ)

Γ(α)Γ(β)

∞∑
n=0

Γ(α+ n)Γ(β + n)

Γ(γ + n)Γ(n+ 1)
xn (7.27)

从该级数展开的表达式可以看出，超几何函数在 α 和 β 交换时保持对称性。此外，如果 α 或 β

为负整数（例如 −m），则展开式前的常数分母会由于伽马函数的性质趋于无穷。然而，在前m

项中，分子也会出现无穷大。这些无穷大的相互抵消（参见问题 11.4(c)）会导致前m项的和非

零，而剩余部分的级数将为零。因此，我们有以下结论：

定理 7.1 超几何函数在 α和 β 交换时具有对称性：

2F1(α, β; γ;x) = 2F1(β, α; γ;x) (7.28)

此外，当m为正整数时，F (−m,β; γ;x) 以及 F (α,−m; γ;x) 是一个多项式。

如前所述，许多无穷级数可以通过“积分”操作转换为积分表示的函数。在本例中，我们从超

几何函数的级数展开式开始，通过在分子和分母中同时引入 Γ(γ − β)，得到：

2F1(α, β; γ;x) =
Γ(γ)

Γ(α)Γ(β)Γ(γ − β)

∞∑
n=0

Γ(α+ n)

Γ(n+ 1)

Γ(γ − β)Γ(β + n)

Γ(γ + n)︸ ︷︷ ︸
≡B(γ−β,β+n)

xn (7.29)

现在，利用 Γ(n+ 1) = n! 以及 Beta 函数的积分表示，我们可以得到：

2F1(α, β; γ;x) =
Γ(γ)

Γ(α)Γ(β)Γ(γ − β)

∞∑
n=0

∫ 1

0
dt(1− t)γ−β−1tβ+n−1Γ(α+ n)

xn

n!

=
Γ(γ)

Γ(β)Γ(γ − β)

∫ 1

0
dt(1− t)γ−β−1tβ−1

∞∑
n=0

Γ(α+ n)

Γ(α)

(tx)n

n!

(7.30)
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最终，我们可以将超几何函数表示为积分的形式：

2F1(α, β; γ;x) =
Γ(γ)

Γ(β)Γ(γ − β)

∫ 1

0
dt(1− t)γ−β−1tβ−1(1− tx)−α (7.31)

很多普通的数学函数可以用超几何函数或它的极限表示出来，一些典型的例子如下：

ln(1 + z) = z 2F1(1, 1; 2;−z)

(1− z)−a = 2F1(a, 1; 1; z)

arcsin z = z2F1

(
1

2
,
1

2
;
3

2
; z2
) (7.32)

7.2.2 合流超几何函数

超几何函数的行为完全由其参数 α, β, γ 决定。在数学物理中，大量的微分方程仅涉及两个

参数的情况。为了实现这点，最有效的方法是合流过程，即令 β → ∞。

替换超几何微分方程中的变量 x = u/β，并利用简单的链式法则将 x 的导数转换为 u 的导

数，得到新的微分方程：

u

β

(
1− u

β

)
β2
d2y

du2
+

[
γ − (α+ β + 1)

u

β

]
β
dy

du
− αβy = 0 (7.33)

将整个方程除以 β，然后取极限 β → ∞，忽略 u/β 和 1/β，得到所谓的合流超几何微分方程：

xy′′ + (γ − x)y′ − αy = 0 (7.34)

其中，我们恢复了 x作为自变量。

无穷级数解称为合流超几何函数。该解及其积分表示可以通过适当的极限操作从超几何函

数的对应表达式推导出来。对方程 (7.27) 取极限，得到：

Φ(α; γ;x) := lim
β→∞

2F1(α, β; γ;x/β) =
Γ(γ)

Γ(α)

∞∑
n=0

Γ(α+ n)

Γ(γ + n)Γ(n+ 1)
xn (7.35)

其中，我们使用了如下极限关系：

Γ(β + n)

βnΓ(β)
=

(β + n− 1)(β + n− 2) · · ·βΓ(β)
βnΓ(β)

=

(
β + n− 1

β

)(
β + n− 2

β

)
· · ·
(
β

β

)
β→∞−−−→ 1.

(7.36)

同样地，我们可以得到

Φ(α; γ;x) = lim
β→∞

2F1(β, α; γ;x/β)

= lim
β→∞

Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − α)

∫ 1

0
dt(1− t)γ−α−1tα−1

(
1− tx

β

)−β

︸ ︷︷ ︸
→etx

,
(7.37)

其中，我们利用了超几何函数在其前两个参数互换下的对称性。因此，合流超几何函数的积分

表示为：

Φ(α; γ;x) =
Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − α)

∫ 1

0
dt(1− t)γ−α−1tα−1etx (7.38)
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7.2.3 贝塞尔函数

贝塞尔函数可以说是数学物理中最常用的函数之一。我们将在研究柱坐标系下的拉普拉斯

方程解时再次遇到它们，并探讨它们与本章讨论的其他函数之间的联系。在此，我们仅以幂级

数的形式引入它们。ν 阶贝塞尔函数 Jν(x) 是贝塞尔微分方程的解：

x
d2y

dx2
+
dy

dx
+

(
x− ν2

x

)
y = 0 (7.39)

在后续章中，我们将展示如何推导 Jν(x) 的幂级数展开式：

Jν(x) =
(x
2

)ν ∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ(ν + k + 1)

(x
2

)2k
(7.40)

注意 贝塞尔函数通常通过幂级数展开（或包含参数的积分表达）定义。一般来说，贝塞尔函数

无法化简为更基本的函数，例如多项式、三角函数或指数函数的组合。
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8 伽马函数

在数学物理中，理解经典特殊函数的方法有多种不同的途径，其中包括：作为二阶常微分

方程的解；正交多项式展开；复平面上的围道积分；其他函数的积分变换；广义超几何级数或

相关级数的特例；与李群的联系。这些方法提供了不同的视角，使得数学物理中的特殊函数可

以在不同的背景下得到广泛应用。

例如与李群的联系可以参考如下表格，本课程不会讨论李群及其相关的特殊函数。

李群 (Lie Group) 相关特殊函数

特殊酉群 SU(2) Wigner 函数, Jacobi 多项式

旋转群 SO(3) 球谐函数, Legendre 多项式

欧几里得群 ISO(2), E(2) Bessel 函数

Heisenberg 群 H3,H4 Hermite 多项式

特殊线性群 SL(2,R) 超几何函数 (Hypergeometric Functions)

特殊正交群 SO(n) Gegenbauer 函数

三阶三角矩阵群 Laguerre 多项式, Whittaker 函数

表 1: 部分李群及其相关的特殊函数
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8.1 解析延拓

如果一个函数在区域 A 上解析，我们有时可以将该函数扩展，使其在更大的区域上仍然解

析。这一过程称为解析延拓 (analytic continuation)。

例 8.1 考虑函数15

F (z) =

∫ ∞

0
e3te−ztdt (8.1)

该积分在区域

A = {Re(z) > 3} (8.2)

内绝对收敛，因此 F (z) 在 A上解析。

我们是否可以将 F (z) 解析延拓到更大的区域 B？即，是否存在区域 B 以及一个函数 F̂ (z)

使得：

1. B 包含 A；

2. F̂ (z) 在 B 上解析；

3. F̂ (z) 在 A上与 F (z) 一致，即对所有 z ∈ A，有 F̂ (z) = F (z)。

解： 答案是肯定的，我们知道在 A内有

F (z) =
1

z − 3
(8.3)

这个函数在更大的区域 B = C− {3} 也是解析的。因此，我们可以定义

F̂ (z) =
1

z − 3
, z ∈ B (8.4)

从而实现了 F (z) 的解析延拓。

注意 通常情况下，我们不会特意为解析延拓后的函数重新命名，而是直接说 F (z)由式 (8.1) 所
定义，并可延拓至 B，其表达式仍然为：

F (z) =
1

z − 3
, z ∈ B (8.5)

定义 8.1 解析延拓（Analytic Continuation）
假设 f(z) 在区域 A上解析，并且 A被包含在一个更大的区域 B 中。如果存在一个函数 f̂(z) 满

足：

1. f̂(z) 在 B 上解析；

2. f̂(z) = f(z) 对所有 z ∈ A成立，

那么我们称 f 可以从 A解析延拓到 B。

通常情况下，我们不会特别区分 f(z) 和 f̂(z)，而是直接用相同的符号 f 表示 A 上的函数

及其延拓至 B 的版本。
15这其实是 f(t) = e3t 的拉普拉斯变换
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图 79: 区域 A = {Re(z) > 0} 被包含在区域 B = {Re(z) > −1} 中。

8.1.1 解析延拓的唯一性

定理 8.1 设 f, g 在连通区域 A上解析。如果 f = g 在 A的一个开子集上成立，则 f = g 在整个

A上成立。

证明： 定义 h = f − g，由假设知，h(z) = 0 在 A 的某个开集上成立。这表明 h 的零点不是

孤立的。

在第 7 章中，我们已经证明：若 h是连通区域 A上的解析函数，则要么 h的零点是孤立的，

要么 h在 A上恒等于零。

因此，h ≡ 0 在 A上成立，这意味着 f = g 在 A上恒等成立。

例 8.2 设 A为去除实轴的复平面，定义两个在 A上的函数如下：

f(z) =

1, 若z 在上半平面

0, 若z 在下半平面
(8.6)

g(z) =

1, 若z 在上半平面

1, 若z 在下半平面
(8.7)

函数 f 和 g 在 A上都是解析的，并且它们在某个开集（上半平面）上相等，但它们并不是

同一个函数。

例 8.3 设 f 和 g 定义如下：

f(z) = log(z), 0 < θ < 2π (8.8)

g(z) = log(z), −π < θ < π (8.9)

显然，f 和 g 在第一象限上相等。然而，我们不能直接使用定理来得出 f = g 在整个定义域

都成立。问题在于它们的定义区域不同：f 在 C 去除正实轴的区域上定义，而 g 在 C 去除负实

轴的区域上定义。

f 和 g 共同的定义域是 C 去除实轴，而这个区域并不是连通的。因此，我们无法直接推广

f = g 到整个定义域。

不过，由于它们都在上半平面上定义，因此可以得出 f 和 g 在上半平面上相等（这一点可

以直接验证）。但是，在第一象限相等并不意味着它们在下半平面上也相等。
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引理 8.2 (Schwarz反射原理) 设 f(z) 是定义在上半平面中某一区域 R的解析函数，该区域邻接

实轴上的一部分 Γ，并且 f(z) 在 Γ 上连续，且在 Γ 上纯实。则可以通过以下方式将 f(z) 在下半

平面关于 Γ 所对应的对称区域 R∗ 上作解析延拓：

f(z) = f∗(z∗) (8.10)

其中 z 为下半平面中的点。

图 80: Schwarz 反射原理示意图

证明： 令 R∗ 表示区域 R关于 Γ 在下半平面中的对称映像。考虑定义函数 g(z) := f∗(z∗)。由

于 f(z) 在上半平面中解析，我们可以设

f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y) (8.11)

其中 u(x, y) 与 v(x, y) 是实函数，并满足柯西–黎曼条件：

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
(8.12)

现在在下半平面中，函数 g(z) 可写为：

g(x+ iy) = f∗(x− iy) = u(x,−y)− iv(x,−y) (8.13)

可验证，g(z) 仍满足柯西–黎曼条件：

∂

∂x
u(x,−y) = ∂

∂y
[−v(x,−y)], ∂

∂y
u(x,−y) = − ∂

∂x
[−v(x,−y)] (8.14)

由 f(z) 的解析性可知其偏导数连续，因此 g(z) 在 R∗ 中解析。进一步地，在实轴上有：

g(x) = f∗(x) = f(x) (8.15)

根据题设，f(x) 为实值函数，故上述等式成立。

为了说明 g(z) 是 f(z) 在 R∗ ∪ Γ 上的解析延拓，我们定义新的函数 h(z) 为：

h(z) =

f(z), z ∈ R

g(z), z ∈ R∗
(8.16)

由于 f(z) 与 g(z) 在 Γ 上连续一致，并且在 R ∪R∗ 中分别解析，因此根据莫雷拉（Morera）定

理，h(z) 在 R ∪ Γ ∪R∗ 上解析。由此可知 f(z) 的解析延拓在 Γ 上亦解析，从而完成证明。
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注意 若区域 R邻接的不是实轴上的线段，而是某条解析曲线 Γ（即存在解析函数 Γ(t) 将实轴

的一部分映射至 Γ），并且函数 f(z) 在 Γ 上连续且实值，则类似的反射定理仍然成立。但在一

般情形中，延拓函数的显式表达式可能无法给出。
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8.2 伽马 Γ函数

伽马函数（Gamma function）可能是物理问题讨论中最常出现的特殊函数。对于整数值，它

作为阶乘函数出现在所有泰勒展开中。此外，正如我们将在后续讨论中看到的，伽马函数在半

整数参数下也经常出现。此外，在许多函数（例如非整数阶的贝塞尔函数）的展开中，伽马函数

对于推广到非整数值的情况是必不可少的。

这里我们首先给出伽马函数三种常用的不同定义方式。

8.2.1 无穷极限（欧拉）

定义 8.2 伽马函数的第一种定义方式由欧拉（Euler）提出，其形式如下：

Γ(z) := lim
n→∞

1 · 2 · 3 · · ·n
z(z + 1)(z + 2) · · · (z + n)

nz, z 6= 0,−1,−2,−3, . . . (8.17)

这一定义在推导伽马函数的魏尔斯特拉斯无穷乘积形式以及计算 ln Γ(z) 的导数时非常有

用。在本章及其后续内容中，z 可以是实数或复数。

将 z 替换为 z + 1，可得

Γ(z + 1) = lim
n→∞

1 · 2 · 3 · · ·n
(z + 1)(z + 2)(z + 3) · · · (z + n+ 1)

nz+1 (8.18)

= lim
n→∞

nz

z + n+ 1
· 1 · 2 · 3 · · ·n
z(z + 1)(z + 2) · · · (z + n)

nz (8.19)

= zΓ(z). (8.20)

这就是伽马函数的基本递推关系。

8.2.2 定积分（欧拉）

定义 8.3 伽马函数的第二种定义方式，通常称为欧拉积分（Euler integral），其形式如下：

Γ(z) :=

∫ ∞

0
e−ttz−1dt, Re(z) > 0 (8.21)

对于 z 的取值范围的限制是必要的，以避免积分的发散。

8.2.3 无穷乘积（魏尔斯特拉斯）

定义 8.4 伽马函数的第三种定义（魏尔斯特拉斯形式）是无穷乘积：

1

Γ(z)
:= zeγz

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n, (8.22)

其中 γ 是欧拉-马歇罗尼常数（Euler-Mascheroni constant）：

γ = 0.5772156619 · · · , (8.23)

魏尔斯特拉斯定义直接表明，Γ(z) 在 z = 0,−1,−2,−3, . . . 处具有单极点。
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8.2.4 解析延拓

积分定义要求 Re z > 0 ，但由于 Γ(z+1) 和 zΓ(z) 都在全复平面解析 (z = 0,−1,−2, · · · 除

外），可以直接通过递推关系来完成 Γ 函数的解析延拓。这时，因为 Γ(z+1) 在半平面 Re z > −1

内解析，因此就可以把

Γ(z) =
1

z
Γ(z + 1), z 6= 0

看成是 Γ(z) 在区域 Re z > −1 内的定义，而 z = 0 点是 Γ 函数的一阶极点，res Γ(0) = 1。重复

上述步骤，还可以将 Γ 函数解析延拓到区域 Re z > −2 ，

Γ(z) =
1

z(z + 1)
Γ(z + 2), z 6= 0,−1 (7.8)

z = −1 也是 Γ 函数的一阶极点，res Γ(−1) = −1。如此继续，就可以将 Γ 函数延拓到全复平面，

而 z = 0,−1,−2, · · · 都是它的一阶极点。

8.2.5 伽马函数的性质

Γ(z) 在 z = 0,−1,−2,−3, . . . 处具有单极点，并且 Γ(z) 在复平面没有零点。

图 81: 左图：伽马函数 Re(Γ(x)) 在实数轴上的图像。右图：|Γ(x)| 在复平面的图像

Γ(z) 的图像如图 81 所示。我们可以注意到：

在每个负整数区间，Γ(z) 发生符号变化；

Γ(1) = Γ(2) = 1；

伽马函数在 z = 1 和 z = 2 之间存在一个极小值，该点为 z0 = 0.46143 . . .，其值为 Γ(z0) =

0.88560 . . .。

此外，在极点 z = −n（n为非负整数）处，Γ(z) 的留数 Rn 由下式给出：

Rn = lim
ε→0

(εΓ(−n+ ε)) = lim
ε→0

εΓ(−n+ 1 + ε)

−n+ ε

= lim
ε→0

εΓ(−n+ 2 + ε)

(−n+ ε)(−n+ 1 + ε)

= lim
ε→0

εΓ(1 + ε)

(−n+ ε) · · · (ε)
=

(−1)n

n!
. (8.24)

这表明留数在 z = −n处的符号交替，并且其大小为 1/n!。
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例 8.4 计算 n维球体积

解：

在 Rn 中，n维球体积 Vn(r) 定义为：

Vn(R) =

∫
x21+x

2
2+···+x2n≤R2

dx1dx2 . . . dxn. (8.25)

在球坐标系中，我们有
x1 = r cos θ1

x2 = r sin θ1 cos θ2

x3 = r sin θ1 sin θ2 cos θ3

...

xn−1 = r sin θ1 · · · sin θn−2 cos θn−1

xn = r sin θ1 · · · sin θn−2 sin θn−1,

(8.26)

其中 0 ≤ θn−1 < 2π，0 ≤ θi ≤ π，当 i = 1, 2, . . . , n− 2。则求体积表示为

Vn(R) =

∫ R

0
rn−1dr

∫
sinn−2 (θ1) sin

n−3 (θ2) · · · sin (θn−2) dθ1 · · · dθn−1,

=

∫ R

0
rn−1drSn−1,

(8.27)

其中 Sn−1 表示 n维球面面积。我们可以通过高斯积分方法求解 Sn−1。

考虑高斯积分：

G(n) =

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
exp(−x21 − x22 − · · · − x2n)dx1dx2 . . . dxn. (8.28)

利用单变量高斯积分结果： ∫ ∞

−∞
exp(−t2)dt =

√
π, (8.29)

可知：

G(n) = πn/2. (8.30)

另一方面，在 n维球坐标系下，可以对球壳积分：

G(n) = Sn−1

∫ ∞

0
rn−1dr exp(−r2). (8.31)

伽马函数定义为

Γ(n) = 2

∫ ∞

0
r2n−1e−r

2
dr. (8.32)

从而：

Sn−1 =
2πn/2

Γ
(
n
2

) . (8.33)

球体积为：

Vn(R) =
Rn

n

2πn/2

Γ
(
n
2

) =
Rnπn/2

Γ
(
n
2 + 1

) (8.34)
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8.2.6 伽马函数的围道积分表示

定义 8.5 伽马函数的一个围道积分表示形式在发展贝塞尔函数的渐近级数时是非常有用的，这

一表示形式称为 Schlaefli 围道积分：

∫
C
e−ttνdt =

(
e2πiν − 1

)
Γ(ν + 1) (8.35)

图 82: 伽马函数的围道积分。

其中，C 是图 82 中所示的围道。此围道积分表示仅当 ν 不是整数时才有用。对于整数 ν，被

积函数是整函数，方程 (8.35) 两边均为零，因此无法提供任何信息。然而，对于非整数 ν，t = 0

是被积函数的一个支点，使得方程的右侧计算出非零结果。

证明： 为了验证方程 (8.35)，我们在 ν + 1 > 0 的情况下分析积分路径各部分的贡献：

围道 A：在实轴上从 ∞ 到 +ε的积分结果为 IA = −Γ(ν + 1)，其中 arg(z) = 0；

围道 B：在第四象限中，从 +ε到 ∞ 的积分结果为 IB = e2πiνΓ(ν +1)，因为 z 的幅角增加

到 2π；

围道 D：在原点周围的小圆弧上，若 ν > −1，则其积分贡献为零。

综上，方程 (8.35) 得证。

由于此方程已经建立，我们可以对围道进行变形（只要不跨越支点和割线），因为在该区域

内没有其他奇点需要回避。

对称形式 方程 (8.35) 也可以写成更对称的形式：∫
C
e−ttνdt = 2ieiνπΓ(ν + 1) sin(νπ) (8.36)

其中，C 可以是图 82 中的围道，也可以是任何不穿越割线且围绕原点的变形路径，并且起点和

终点分别位于割线的上方和下方，并在 x = +∞ 处终止。

解析延拓 上述分析表明，方程 (8.35) 和 (8.36) 对于 ν > −1 是成立的。然而，我们注意到只要

远离原点，该积分在 ν < −1 时依然存在，因此它对所有非整数 ν 都成立。这意味着，该围道积

分表示形式提供了欧拉积分（方程 (8.21)）在所有非整数 ν 处的解析延拓。
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8.3 黎曼 ζ 函数的定义与积分表示

定义 8.6 我们首先给出 ζ(z) 的定义，该定义在级数收敛时成立：

ζ(z) :=

∞∑
n=1

n−z (8.37)

我们现在考虑 ζ(z) 在表达式 (8.37) 的收敛范围之外进行解析延拓的可能性。

定义 8.7 我们给出积分表示：

ζ(z) :=
1

Γ(z)

∫ ∞

0

tz−1dt

et − 1
(8.38)

证明：

方程 (8.38) 的有效范围受到其被积函数在 t取小值时的行为限制。由于当 t→ 0 时，分母趋

近于 t，整体的 t 依赖性表现为 tz−2。将 z 设为 z = x + iy，并写成 tz−2 = tx−2eiy ln t，可以看

出，类似于方程 (8.37)，方程 (8.38) 仅在 Re(z) > 1 时收敛。

从方程 (8.38)的右侧开始，设其为 I，我们通过将分子和分母同时乘以 e−t并展开分母 1−e−t，
得到：

I =
1

Γ(z)

∫ ∞

0

tz−1e−tdt

1− e−t
=

1

Γ(z)

∫ ∞

0

∞∑
m=1

tz−1e−mtdt (8.39)

接下来，我们对每一项变换积分变量，使所有项均包含相同的指数因子 e−t，即令 t′ = mt，

从而：

I =
1

Γ(z)

∫ ∞

0

∞∑
m=1

(
t

m

)z−1

e−t
(
dt

m

)

=
1

Γ(z)

( ∞∑
m=1

1

mz

)∫ ∞

0
tz−1e−tdt

= ζ(z)
1

Γ(z)

∫ ∞

0
tz−1e−tdt

= ζ(z) (8.40)

在式 (8.40) 的第二行，我们识别出求和项即为 ζ 函数，而积分项正是伽马函数的欧拉积分表示

（方程 (8.21)），因此 1
Γ(z) 与之抵消，得出所需的最终结果，即方程 (8.38)。

注意 方程 (8.38) 与 Γ 函数的欧拉积分唯一的区别在于分母部分：原来的 Γ 函数积分的分母为

et，而 ζ 函数的积分分母则为 et − 1。

8.3.1 围道积分表示

我们首先引入一个围道积分，其被积函数与方程 (8.38) 相同，并采用与伽马函数类似的开

放围道（见图 82）。与伽马函数的情况一样，我们不希望将 z 限制为整数值，因此一般情况下，

被积函数在 t = 0 处具有一个支点，我们同样将割线放在正实轴上。
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在 Re z > 1 的情况下，我们计算围道积分 I，其各部分贡献分别标注为图 82 中的 A,B,D。

对于 Re z > 1，小圆弧 D 对积分没有贡献，而

IA =
1

Γ(z)

∫ ε

∞

tz−1dt

et − 1
= −ζ(z),

IB =
1

Γ(z)

∫ ∞

ε

tz−1e2πi(z−1)dt

et − 1
= e2πi(z−1)ζ(z) = e2πizζ(z).

(8.41)

综上我们得到

I =
1

Γ(z)

∫
C

tz−1dt

et − 1
=
(
e2πiz − 1

)
ζ(z) (8.42)

注意 方程 (8.42) 仅在 z 不是整数时才有意义。

我们希望对方程 (8.42) 进行围道变形，以去除 Re z > 1 的限制。这一变形相当于对 ζ(z) 进

行解析延拓，使其适用于更大范围的 z，并能避免围道积分在 t = 0 附近的发散。

不同于伽马函数，此处的被积函数在 t = 2nπi, (n = ±1,±2, . . . ) 处具有单极点。因此，在

变形围道时，若包含这些极点，则需要考虑它们对积分值的影响。若首先将小圆 D 扩展到有限

半径（但小于 2πi），则不会改变积分值 I，但其有效性将扩展至负的 z 值。若对于 z < 0，进一

步扩展D，使其变成无穷大的开放圆（但不穿过极点），则围道积分减少为零，同时我们需要考

虑新围住的极点贡献。

I =
(
e2πiz − 1

)
ζ(z) = − 2πi

Γ(z)

∞∑
n=1

(t = ±2nπi的留数) (8.43)

在极点 t = +2πni，留数为
(
2nπeπi/2

)z−1
，而在 t = −2πni，留数为

(
2nπe3πi/2

)z−1
。整理后可

得 (
e2πiz − 1

)
ζ(z) = ζ(1− z)

(2π)z

Γ(z)

(
e3πiz/2 − eπiz/2

)
(8.44)

由于 z < 0，求和项收敛，可识别为 ζ(1 − z)。该方程展示了 ζ(z) 与 ζ(1 − z) 之间的对称关系，

这一结果由黎曼首次发现。利用伽马函数的反射公式，我们得到

e3πiz/2 − eπiz/2

e2πiz − 1
=

sin(πz/2)

sinπz
=

Γ(z)Γ(1− z)

Γ(z/2)Γ(1− z/2)
(8.45)

最终整理得

ζ(z) = ζ(1− z)
πz2zΓ(1− z)

Γ(z/2)Γ(1− z/2)
(8.46)

利用倍乘公式，方程 (8.46) 可进一步化简为

Γ
(z
2

)
π−z/2ζ(z) = Γ

(
1− z

2

)
π−(1−z)/2ζ(1− z) (8.47)

该反射公式允许在 Re z < 0 的半平面中从 Re z > 1 处的值生成 ζ(z)。
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8.3.2 黎曼 ζ 函数的零点

我们可以证明，ζ(z) 在其级数定义收敛的区域内没有零点，并且由公式 (8.47) 可知，ζ(z) 在

半平面 Re z < 0 内也不会为零，除了 Γ(z/2) 存在奇点的点，即 z = −2,−4, . . . ,−2n, . . . 。此

外，Γ(z/2) 在 z = 0 处也是奇点，但如我们即将证明的，ζ(1) 的奇点会抵消 Γ(0) 的奇点，导致

ζ(0) 仍然是非零的。

ζ(z) 在负偶整数处的零点被称为平凡零点，因为它们来源于 Γ 函数的奇点。而 ζ(z) 的其他

零点（其数量是无限的）必须位于 0 ≤ Re z ≤ 1 这一带区域，该区域被称为黎曼 ζ 函数的临界

带。

为了在临界带中求取 ζ(z) 的值，我们通过对狄利克雷级数 η(z) 进行解析延拓来推进到

<ez = 0，狄利克雷级数的定义如下（适用于 <ez > 1）：

ζ(z) =
η(z)

1− 21−z
=

1

1− 21−z

∞∑
n=1

(−1)n−1

nz
(8.48)

该交错级数对于所有 Re z > 0 都是收敛的，因此可用于在整个临界带中定义 ζ(z)，但最适

合在 Re z ≥ 1
2 时使用，因为此时收敛较快。对于 Re z < 1

2 的值，我们可以通过反射公式 (8.47)
从 <ez ≥ 1

2 处的值计算得到。

例 8.5 利用式 (8.48) 验证 ζ(z) 在 z = 1 处的奇点是一个简单极点，并求其留数。

解： 我们计算 ζ(z) 在 z = 1 处的留数：

lim
z→1

(z − 1)ζ(z) = lim
z→1

(
z − 1

1− 21−z

) ∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(8.49)

利用洛必达法则，我们可以计算

lim
z→1

1− 21−z

z − 1
= −21−z ln 2

∣∣∣
z=1

= − ln 2 (8.50)

而级数求和部分正是
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= ln 2 (8.51)

因此，

Res(ζ(z), 1) =
ln 2

− ln 2
= 1 (8.52)

例 8.6 计算 ζ(0) 的值。

解： 回到反射公式 (8.47)，并注意到

lim
z→0

ζ(1− z)

Γ(z/2)
=

−Res(ζ(s), s = 1)

2Res(Γ(s), s = 0)
= −1

2
(8.53)
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于是，

ζ(0) = Γ(1/2)π−1/2

(
−1

2

)
= −1

2
(8.54)

8.3.3 黎曼猜想与素数分布

素数的渐近分布与 ζ ′(z)/ζ(z) 的极点密切相关，特别是与黎曼 ζ 函数的非平凡零点相关。黎

曼猜想断言，所有非平凡零点都位于临界线 <ez = 1
2 上。如果黎曼猜想成立，将能推导出许多

重要的数学结果。数值计算已经验证了 ζ(z) 的前 300 × 109 个非平凡零点都是单零点，并且确

实位于临界线上。尽管许多杰出的数学家努力尝试证明黎曼猜想，但在过去 150 余年中，它仍

未得到证明，被认为是现代数学中最重要的未解难题之一。
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9 傅里叶变换

9.1 傅里叶级数回顾

幂级数是函数级数的一种特殊情况，尽管这些函数既简单又强大，但它们并不能适用于所

有物理应用。在物理的许多问题中，需要更一般的函数展开形式。

定理 9.1 设函数 f(t) 在区间 (a, b) 上定义，则它可以表示为正交多项式的无穷级数：

f(t) =

∞∑
n=0

anFn(t), (9.1)

其中系数 an 由下式给出：

an =
1

hn

∫ b

a
f(t)Fn(t)w(t)dt. (9.2)

在数学物理中，有许多被称为经典正交多项式的函数，它们具有一系列重要性质，在此不

再赘述。

在实际应用中，最广泛使用的函数级数是傅里叶级数，其中的基函数是正弦函数和余弦函

数。傅里叶级数特别适用于周期函数（periodic function）。假设函数 f(x) 在区间 (a, b) 上定义，

我们能否像使用正交多项式展开函数那样，将其展开为正弦函数和余弦函数的级数呢？答案是

肯定的。令 L = b− a 表示区间的长度，并考虑以下基函数：

sin
2nπx

L
, cos

2nπx

L
. (9.3)

我们写下级数展开的形式

f(x) = a0 +

∞∑
n=1

(
an cos

2nπx

L
+ bn sin

2nπx

L

)
(9.4)

其中，我们已经将 n = 0 的项单独分离出来。

正弦和余弦函数具有以下有用的性质：∫ b

a
sin

2nπx

L
dx =

∫ b

a
cos

2nπx

L
dx =

∫ b

a
sin

2nπx

L
cos

2mπx

L
dx = 0,

∫ b

a
sin

2nπx

L
sin

2mπx

L
dx =

0, m 6= n,

L/2, m = n 6= 0,∫ b

a
cos

2nπx

L
cos

2mπx

L
dx =

0, m 6= n,

L/2, m = n 6= 0.
(9.5)

与正交多项式的情况类似，这些性质为我们提供了一种确定傅里叶级数系数的方法。对等式 (9.4)
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两边从 a到 b进行积分，可得∫ b

a
f(x)dx = a0

∫ b

a
dx+

∫ b

a

∞∑
n=1

(
an cos

2nπx

L
+ bn sin

2nπx

L

)
dx

= (b− a)a0 +

∞∑
n=1

an

∫ b

a
cos

2nπx

L
dx︸ ︷︷ ︸

=0

+

∞∑
n=1

bn

∫ b

a
sin

2nπx

L
dx︸ ︷︷ ︸

=0

(9.6)

从而得到

a0 =
1

L

∫ b

a
f(x)dx. (9.7)

接下来，将 (9.4) 乘以 cos(2mπx/L) 并在 [a, b] 上积分，可得∫ b

a
f(x) cos

2mπx

L
dx

= a0

∫ b

a
cos

2mπx

L
dx+

∫ b

a

∞∑
n=1

(
an cos

2nπx

L
+ bn sin

2nπx

L

)
cos

2mπx

L
dx

= 0 +

∞∑
n=1

an

∫ b

a
cos

2nπx

L
cos

2mπx

L
dx+

∞∑
n=1

bn

∫ b

a
sin

2nπx

L
cos

2mπx

L
dx

= amL/2,

(9.8)

因此

an =
2

L

∫ b

a
f(x) cos

2nπx

L
dx. (9.9)

同理，乘以 sin(2mπx/L) 并在 [a, b] 上积分，得到

bn =
2

L

∫ b

a
f(x) sin

2nπx

L
dx. (9.10)

(9.4) 右端的级数是周期性的，这意味着对于区间 (a, b) 之外的 x，f(x) 也将是周期性的。事

实上，从 (9.4) 出发，可以证明

f(x+ L) = a0 +
∞∑
n=1

{
an cos

2nπ(x+ L)

L
+ bn sin

2nπ(x+ L)

L

}

= a0 +

∞∑
n=1

{
an cos

(
2nπx

L
+ 2nπ

)
+ bn sin

(
2nπx

L
+ 2nπ

)}

= a0 +
∞∑
n=1

(
an cos

2nπx

L
+ bn sin

2nπx

L

)
= f(x)

(9.11)

这说明 f(x) 在每个长度为 L的区间末端重复自身，即它是以 L为周期的周期函数。因此，傅里

叶级数特别适用于表示这类函数。实际上，任何周期函数都可以展开为傅里叶级数，而正弦和

余弦函数的简单性使得这种展开在电气工程、声学等涉及周期信号的应用领域极具实用价值。

例 9.1 在电路的研究中，经常遇到不同形状的周期性电压信号。其中一个典型的例子是所谓的

方波信号，其幅值为 V0，持续时间和静息时间均为 T（见图 83）。电压 V (t) 作为时间的函数，
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可以展开为傅里叶级数。由于一个完整的周期为 (0, 2T )，因此我们可以表示为：

V (t) = a0 +

∞∑
n=1

(
an cos

2nπt

2T
+ bn sin

2nπt

2T

)
. (9.12)

计算展开系数。

图 83: 上图：方波电压信号，取 V0 = 1，T = 1。下图：方波信号的傅里叶级数逼近，虚线表示

级数的第一项，灰色粗线表示取前三项的近似，实线表示取十五项的近似。

解： 方波信号定义为：

V (t) =

V0, 0 ≤ t ≤ T,

0, T < t ≤ 2T.
(9.13)

计算傅里叶级数的系数：

a0 =
1

2T

∫ 2T

0
V (t)dt.

an =
2

2T

∫ 2T

0
V (t) cos

2nπt

2T
dt =

1

T

∫ 2T

0
V (t) cos

nπt

T
dt.

bn =
1

T

∫ 2T

0
V (t) sin

nπt

T
dt.

(9.14)

代入 V (t)，计算 a0 和 an：

a0 =
1

2T

∫ T

0
V0dt =

1

2
V0,

an =
1

T

∫ T

0
V0 cos

nπt

T
dt = 0.

(9.15)

计算 bn：

bn =
1

T

∫ T

0
V0 sin

nπt

T
dt = − V0

T

T

nπ
cos

nπt

T

∣∣∣∣T
0

.

bn =
V0
nπ

(1− cosnπ) =
V0
nπ

[1− (−1)n] .

(9.16)

可以看到，傅里叶级数的余弦项全部为零，只有正弦项贡献，并且仅当 n 为奇数时 bn 6= 0。因

此，我们令 n = 2k + 1，其中 k 取所有整数值，并代入 (9.12)，得到：

V (t) =
1

2
V0 +

∞∑
k=0

V0
(2k + 1)π

[
1− (−1)2k+1

]
sin

(2k + 1)πt

T
. (9.17)
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化简得：

V (t) =
V0
2

{
1 +

4

π

∞∑
k=0

sin [(2k + 1)πt/T ]

2k + 1

}
. (9.18)

图 83（底部）展示了方波信号的傅里叶级数截断到第一项、前三项和第十五项时的近似情

况。可以观察到，在不连续点处，傅里叶级数的逼近出现了明显的过冲（overshoot）现象。这种

现象被称为吉布斯现象（Gibbs Phenomenon），它是所有不连续函数傅里叶展开的普遍特征。

三角函数与指数函数之间的联系可以用于简化周期函数的傅里叶级数展开的形式。若将以

下关系代入(9.4)：

cos
2nπx

L
=
e2inπx/L + e−2inπx/L

2
,

sin
2nπx

L
=
e2inπx/L − e−2inπx/L

2i
,

(9.19)

并收集相似的指数项，则可以得到：

f(x) = a0 +
1

2

∞∑
n=1

[
(an − ibn) e

2inπx/L + (an + ibn) e
−2inπx/L

]
= a0 +

1

2

∞∑
n=1

(an − ibn) e
2inπx/L +

1

2

∞∑
n=1

(an + ibn) e
−2inπx/L.

(9.20)

在第二个求和中，令 n = −m，则：

第二项求和 =
1

2

−∞∑
m=−1

(a−m + ib−m) e
2imπx/L =

1

2

−∞∑
n=−1

(a−n + ib−n) e
2inπx/L. (9.21)

在最后一步，我们重新将哑指标（dummy index）替换回 n。若定义新系数 An 为：

An =


1
2 (an − ibn) , 1 ≤ n ≤ ∞,

1
2 (a−n + ib−n) , −∞ ≤ n ≤ −1,

a0, n = 0,

(9.22)

并将其代入傅里叶级数展开式，则可以得到：

f(x) =

+∞∑
n=−∞

Ane
2inπx/L, 其中 L = b− a. (9.23)

要直接求得 An，我们可以将上述方程两侧乘以 e−2ikπx/L，然后在区间 [a, b] 上积分，并利

用以下积分性质： ∫ b

a
e2i(n−k)πx/Ldx = Lδnk =

0, n 6= k,

L, n = k.
(9.24)

其中 δnk 为克罗内克（Kronecker）δ。因此，我们有：

Ak =
1

L

∫ b

a
f(x)e−2ikπx/Ldx, 或记作 An =

1

L

∫ b

a
f(x)e−2inπx/Ldx. (9.25)
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通常，我们希望对傅里叶系数进行重新缩放，以使求和公式和积分公式的前因子保持一致。

因此，定义：

fn :=
√
LAn, (9.26)

则傅里叶级数表达式变为：

f(x) =
1√
L

+∞∑
n=−∞

fne
2inπx/L, fn =

1√
L

∫ b

a
f(x)e−2inπx/Ldx. (9.27)

注意 傅里叶级数的系数 fn 通常是复数；然而，当 f(x) 是实函数时，指数项及其复系数相加

后，最终的结果可以表示为具有实系数的正弦和余弦函数的无穷级数。事实上，我们可以利用

方程（9.27）来证明这一点。

证明： 首先，我们注意到对于实值函数 f(x)，有如下性质：

f∗n =
1√
L

∫ b

a
f(x)e+2inπx/Ldx =

1√
L

∫ b

a
f(x)e−2i(−n)πx/Ldx = f−n. (9.28)

接下来，我们将式（9.4）中的求和分为正整数、负整数和零的三部分：

f(x) =
1√
L

−1∑
n=−∞

fne
2inπx/L +

f0√
L

+
1√
L

∞∑
n=1

fne
2inπx/L. (9.29)

对第一项求和，我们令哑指数 n变换为 −m，则可以重写为：

第一项 =
1√
L

−1∑
−m=−∞

f−me
−2imπx/L =

1√
L

∞∑
m=1

f−me
−2imπx/L

=
1√
L

∞∑
m=1

f∗me
−2imπx/L =

1√
L

∞∑
n=1

f∗ne
−2inπx/L.

(9.30)

其中，我们利用了式 (9.28)，并在最后将求和变量m重新换回 n。将上式代入 (9.29)，得到：

f(x) =
f0√
L

+
1√
L

∞∑
n=1

(
f∗ne

−2inπx/L + fne
2inπx/L

)
=

f0√
L

+
2√
L

∞∑
n=1

Re
(
fne

2inπx/L
)
.

(9.31)

这表明 f(x) 确实是实值函数。此外，由 (9.27) 可知，当 f(x) 是实函数时，f0 也是实数。此外，

不难证明，第一行括号中的表达式可以表示为一个具有实系数的正弦和余弦函数之和。

例 9.2 让我们重新计算方波电势的傅里叶级数展开（其三角函数形式的展开已在例 9.1 中计算），

但这次使用指数函数进行展开。根据方程 (9.27)，对于 n 6= 0，我们有：

fn =
1√
2T

∫ 2T

0
V (t)e−2inπt/(2T )dt

=
1√
2T

∫ T

0
V0e

−inπt/T dt

=
V0√
2T

T

−inπ
e−inπt/T

∣∣∣∣T
0

=

√
T

2

V0
inπ

[1− (−1)n]

(9.32)
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因为 einπ =
(
eiπ
)n

= (−1)n。类似地，我们可以得到：

f0 = V0

√
T

2
. (9.33)

接下来，将这些结果代入傅里叶级数展开式：

V (t) =
1√
2T

+∞∑
n=−∞

fne
2inπt/2T (9.34)

得到：

V (t) =
V0
2

+

−1∑
n=−∞

V0
2inπ

[1− (−1)n] e2inπt/2T +

∞∑
n=1

V0
2inπ

[1− (−1)n] e2inπt/2T . (9.35)

如果我们对第一项求和变量进行变换，将 n变为 −m，然后再换回 n，并将两个求和合并，可以

得到：

V (t) =
V0
2

+

∞∑
n=1

V0
2inπ

[1− (−1)n]
(
einπt/T − e−inπt/T

)
=
V0
2

+
2V0
π

∞∑
n=odd

1

2in

(
einπt/T − e−inπt/T

)
︸ ︷︷ ︸

=2i sin(nπt/T )

=
V0
2

+
2V0
π

∞∑
k=0

sin[(2k + 1)πt/T ]

2k + 1
.

(9.36)

这正是我们在例 9.1 中使用三角函数得到的展开式，表明傅里叶级数的指数形式和三角形

式是等价的。
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9.2 狄拉克 δ函数回顾

例 9.3 (线性电荷分布) 考虑长度为 L的直线形电荷分布，具有均匀的电荷线密度，如图 84 (a) 所
示。如果该线段的总电荷为 q，则电荷线密度为 λ = q/L。我们希望研究在区间 (−∞,+∞) 上描

述线性密度的函数图像。假设线段的中点位于 x0，其长度为 L，则该函数的图像如图 84 (b) 所

示。

图 84: (a) 带电线段及 (b) 其电荷线密度函数的图像。

该函数 λ(x) 在 x0 − L/2 之前取值为零，在区间 (x0 − L/2, x0 + L/2) 内取值为 q/L，在

x0 + L/2 之后再次变为零。因此，可以将 λ(x) 表示为：

λ(x) =


0, x < x0 − L/2,

q/L, x0 − L/2 < x < x0 + L/2,

0, x > x0 + L/2.

(9.37)

现在假设我们将线段的两端压缩，使其长度缩短至 L/2，但保持中点位置和总电荷量不变。

新的电荷线密度函数为：

λ(x, x0) = q


0, x < x0 − L/4,

2/L, x0 − L/4 < x < x0 + L/4,

0, x > x0 + L/4.

(9.38)

在此表示中，我们将 q 提取出来，以方便后续讨论。同时，我们引入了第二个参数 x0 来明确函

数对中点位置的依赖。类似地，我们可以将线段缩小为任意比例，同时保持总电荷量和中点位

置不变。如果将长度缩小到 L/n，并将函数记作 λn(x, x0)，则可以写为：

λn(x, x0) = q


0, x < x0 − L/(2n),

n/L, x0 − L/(2n) < x < x0 + L/(2n),

0, x > x0 + L/(2n).

(9.39)

图 85 显示了当 n = 10 及更小的 n值时 λn(x, x0) 的变化情况。可以看到，随着 n增加，函

数的高度升高，而其宽度逐渐减小。
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图 85: 电荷线密度函数随着线段长度缩短的变化情况。

例 9.4 平滑变化的电荷分布

前面讨论的电荷分布是一个从零突然跃升到某一有限值，然后又突然降为零的分布。然而，

在许多物理情境中，电荷分布往往是平滑变化的，而不是突变的。因此，我们考虑一个电荷分

布，其值平滑上升到最大值，然后再平滑地下降到零。有许多函数可以描述这样的分布，例如：

λn (x, x0) = q

√
n

π
e−n(x−x0)

2

(9.40)

该函数在 x = x0 处达到峰值 q
√
n/π，并且在远离 x0 的方向上逐渐减小。该函数对于不同 n值

的变化情况如图 86 所示。可以看出，随着 n → ∞，λn (x, x0) 的图像逐渐变窄，即其“宽度”变

得越来越小。

图 86: 高斯钟形曲线的变化趋势。当曲线的宽度趋于零时，该函数逼近狄拉克 δ 函数。虚线对

应 n = 1，粗实线对应 n = 4，细实线对应 n = 20。

在上述两种情况下，λn (x, x0) 都是严格意义上的线性（电荷）密度函数，因为其积分能够

给出总电荷 q。对于第一种情况，这一点是显然的，因为该函数是按照这个方式定义的。而对于

第二种情况，我们可以对 λn (x, x0) 在整个实数区间 (−∞,+∞) 上进行积分，同样能够得到总电

荷 q。这是因为该函数在整个实轴上均为非零值。此外，即使是第一种情况，我们也可以将积分

区间扩展到整个实数轴，因为该函数在 x0 − L/2n 到 x0 + L/2n 之外均为零，不会对积分产生

额外贡献。因此，我们可以统一写成：
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∫ +∞

−∞
λn (x, x0) dx = q (9.41)

为了便于分析，我们可以对 λn (x, x0) 进行归一化，并定义新的函数 δn (x, x0)：

δn (x, x0) :=
λn (x, x0)

q
(9.42)

这样，对于第一种情况，δn (x, x0) 具有如下形式：

δn (x, x0) =


0 if x < x0 − L/2n

n/L if x0 − L/2n < x < x0 + L/2n

0 if x > x0 + L/2n

(9.43)

而对于第二种情况，归一化的函数为：

δn (x, x0) =

√
n

π
e−n(x−x0)

2

(9.44)

无论是哪种情况，这些函数都满足以下性质：∫ +∞

−∞
δn (x, x0) dx = 1 (9.45)

即在整个实数范围上的积分始终等于 1，并且与参数 n无关。这表明这些函数是归一化的，并可

以用于逼近狄拉克 δ 分布函数。

定义 9.1 狄拉克 δ函数

狄拉克 δ 分布函数 δ (x, x0) 定义为归一化函数 δn (x, x0) 在 n→ ∞ 极限下的极限：

δ (x, x0) := lim
n→∞

δn (x, x0) (9.46)

它具有以下积分性质： ∫ +∞

−∞
δ (x, x0) dx = 1 (9.47)

该性质可由方程 9.45 推导而得，因为 δn(x, x0) 的积分独立于 n。

注意 狄拉克 δ 函数在 x0 处具有无穷大的值，同时其宽度趋于零，但这两个极端特性相互补偿，

使得该函数的总积分值为有限数值。严格来说，狄拉克 δ 函数并不是通常的函数，因为它在唯

一非零的点 x0 处取无穷大。我们可以将其视为一种广义函数，我们在积分的意义下理解它。

尽管我们用逗号分隔了狄拉克 δ函数的参数，但该函数实际上仅依赖于两个参数的差值。这

一点可以通过将狄拉克 δ 函数视为指数函数极限的方式来理解，因为指数函数显然是 x− x0 的

函数。因此，我们得到以下重要关系：

δ (x, x0) = δ (x− x0) (9.48)
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特别地，由于 δ 函数在 x = x0 处趋于无穷，我们有：

δ (x, x0)|x=x0 = δ (x− x0)|x=x0 = δ(0) = ∞ (9.49)

由于狄拉克 δ 函数在几乎所有地方都为零，我们可以将积分区间缩小到一个更小的范围。实际

上，只要 x0 在区间 (a, b) 内，我们有：∫ b

a
δ (x− x0) dx = 1 (9.50)

如果 x0 不在区间 (a, b) 内，则由于积分区间内 δ 函数始终为零，积分结果也为零。因此，我们

总结如下：

狄拉克 δ 函数的积分性质

∫ b

a
δ (x− x0) dx =

1, 如果a < x0 < b

0, 否则
(9.51)

例 9.5 三点电荷 −q, 2q,−q 分别位于 x轴上的 −a、原点和 +a处。如何表示这种电荷分布的线

性电荷密度？

解： 我们得到：

λ(x) =
3∑

k=1

qkδ (x− xk)

= −qδ(x− (−a)) + 2qδ(x− 0)− qδ(x− a)

= −qδ(x+ a) + 2qδ(x)− qδ(x− a).

(9.52)

狄拉克 δ 函数确保除了 x = a, x = −a, x = 0 处之外，其他地方的电荷密度均为零。

例 9.6 使用狄拉克 δ 函数描述线性电荷分布的一个更有趣的例子是：在一条直线上等间距排列、

大小相等但符号交替的无穷多个点电荷。这是离子晶体的一维模型。

解： 假设每个点电荷的大小为 ±q，相邻电荷之间的间距为 a，并且电荷从 −∞ 延伸到 +∞，

其中原点处放置一个正电荷，如图 87 所示。那么，该电荷分布的线性电荷密度可表示为：

λ(x) =

+∞∑
k=−∞

(−1)kqδ(x− ka). (9.53)

图 87: 一维离子晶体。黑色圆点表示正电荷，白色圆点表示负电荷。

注意，当 k 为奇数时，电荷为负；当 k 为偶数时，电荷为正。这是因为我们在原点放置了

一个正电荷。如果我们选择在原点放置负电荷，则整个排列将相对于原排列平移一个间距 a。
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9.2.1 狄拉克 δ函数的性质

从数学的角度来看，狄拉克 δ 函数最重要的性质之一是它与“平滑”函数在积分中的作用，这

一性质有时甚至被用作 δ 函数的定义。

考虑一个包含 δn(x− x0) 的积分。如果 δn(x− x0) 所乘的函数 f(x) 是平滑的，并且 n足够

大，则乘积 f(x)δn(x− x0) 在 δn(x− x0) 显著不为零的狭窄区间外几乎消失。例如，当 n = 107

且 x = x0 + 0.001 时，若 δn(x− x0) 采用方程 (9.47) 中的指数形式，则有

δn(x− x0) = 0.08,

因此，f(x)δn(x− x0) 在 x0 附近宽度 0.002 的小区间内的值减少至其在 x0 处的 8%。当 n 取更

大值时，这种衰减更加显著。

事实上，无论选择何种函数 f(x)，总可以找到一个足够大的 n使得 f(x)δn(x−x0)在任意短

的区间内下降到任意小的值。因此，我们可以将对全实数的积分近似为在一个小区间 (x0 − ϵ, x0 + ϵ)

内的积分： ∫ +∞

−∞
f(x)δn(x− x0)dx ≈

∫ x0+ϵ

x0−ϵ
f(x)δn(x− x0)dx

≈ f(x0)

∫ x0+ϵ

x0−ϵ
δn(x− x0)dx

≈ f(x0)

∫ +∞

−∞
δn(x− x0)dx = f(x0).

第二行的近似是由于 f(x)在小区间 (x0 − ϵ, x0 + ϵ)内几乎保持不变。第三行的近似是因为 δn(x−
x0) 在该区间外几乎为零，而等号成立是由于 δn(x− x0) 是一个线性密度函数。

当取极限 n→ ∞ 时，δn(x− x0) 变为狄拉克 δ 函数，从而得到以下重要关系：∫ +∞

−∞
f(x)δ(x− x0)dx = f(x0). (9.54)

定义 9.2 狄拉克 δ 函数满足以下性质：

∫ b

a
f(x)δ(x− x0)dx =

f(x0) 如果a < x0 < b,

0 否则。
(9.55)

换句话说，积分的结果是函数 f(x) 在 δ 函数参数的零点处的值，前提是该零点位于积分区

间内。

如前所述，狄拉克 δ 函数并不是一个普通的函数。然而，在数学上可以系统地研究它及其

他类似的“奇异”函数（称为分布）。实际上，在所有物理应用中，分布总是出现在积分内部，而

一旦出现，方程 9.55 就告诉我们如何处理此类积分。积分的结果始终是良好定义的，因为它仅

仅是某个“良好”函数在一点 x0 处的值。
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事实上，积分的结果如此良好，以至于我们甚至可以定义狄拉克 δ 函数的导数。利用分布

积分 ∫ +∞

−∞
f(x)δ′ (x− x0) dx = f(x)δ (x− x0)|+∞

−∞ −
∫ +∞

−∞
f ′(x)δ (x− x0) dx (9.56)

及边界条件 f(x)δ (x− x0)|+∞
−∞ = 0，可以得到：∫ +∞

−∞
f(x)δ′(x− x0)dx = −f ′(x0). (9.57)

狄拉克 δ 函数的高阶导数可以类似地得到。

定理 9.2 狄拉克 δ 函数的 n阶导数满足以下关系：

∫ b

a
f(x)δ(n)(x− x0)dx =

(−1)nf (n)(x0), 若a < x0 < b,

0, 否则.
(9.58)

其中，上标 (n) 表示 δ 函数的 n阶导数。

定理 9.3 若 g(x) 在区间 (a, b) 内具有唯一零点 c，且其导数 g′(c) 6= 0，则狄拉克 δ 函数满足以下

性质： ∫ b

a
δ(g(x))dx =

1

|g′(c)|
(9.59)

证明： 由于 δ(g(x)) 仅在 x = c处取非零值，我们可以将积分区间缩小到 (c− ϵ, c+ ϵ)，即：∫ b

a
δ(g(x))dx =

∫ c+ϵ

c−ϵ
δ(g(x))dx. (9.60)

设 y = g(x)，并利用换元 dy = g′(x)dx，则积分变为：∫ g(c+ϵ)

g(c−ϵ)
δ(y)

dy

g′(x)
(9.61)

由于 g(c) = 0，当 g′(c) > 0 时，g(x) 在 (c− ϵ, c+ ϵ) 内单调递增，g(c− ϵ) < 0 且 g(c+ ϵ) > 0，

所以： ∫ b

a
δ(g(x))dx =

1

g′(x)

∣∣∣∣
y=0

=
1

g′(c)
. (9.62)

当 g′(c) < 0 时，g(x) 在 (c− ϵ, c+ ϵ) 内单调递减，g(c− ϵ) > 0 且 g(c+ ϵ) < 0，需要翻转积分

上下限： ∫ b

a
δ(g(x))dx = − 1

g′(x)

∣∣∣∣
y=0

= − 1

g′(c)
. (9.63)

因此，我们可以总结为： ∫ b

a
δ(g(x))dx =

1

|g′(c)|
. (9.64)
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定理 9.4 若函数 g(x) 在区间 (a, b) 内有 n 个不同的零点 {ck}nk=1，且在这些零点处 g′(ck) 6= 0，

则狄拉克 δ 函数满足以下性质：

δ(g(x)) =

n∑
k=1

δ (x− ck)

|g′(ck)|
. (9.65)

例 9.7 计算如下积分：

I =

∫ +∞

−∞
f(t)δ

(
t2 − a2

)
dt, (9.66)

其中 f(t) 为平滑函数，a为实常数。

解： 首先，我们将 δ 函数的参数表示为 g(t) = t2 − a2，该函数的零点为：

c1 = −a, c2 = a. (9.67)

计算其导数：

g′(t) = 2t. (9.68)

根据定理 9.65，δ 函数的变换公式为：

δ
(
t2 − a2

)
=

2∑
k=1

δ (t− ck)

|g′(ck)|
. (9.69)

代入具体数值：

δ
(
t2 − a2

)
=
δ(t+ a)

|2a|
+
δ(t− a)

|2a|
=

1

2|a|
{δ(t+ a) + δ(t− a)} . (9.70)

将其代入积分：

I =

∫ +∞

−∞
f(t)δ

(
t2 − a2

)
dt

=
1

2|a|

∫ +∞

−∞
f(t) {δ(t+ a) + δ(t− a)} dt

=
1

2|a|

{∫ +∞

−∞
f(t)δ(t+ a)dt+

∫ +∞

−∞
f(t)δ(t− a)dt

}
=

1

2|a|
{f(−a) + f(a)} . (9.71)

注意 若 f(t) 为奇函数，即 f(−a) = −f(a)，则积分结果为零。

例 9.8 计算如下积分：

I =

∫ ∞

1
sin tδ

(
t2 − π2

4

)
dt. (9.72)

解： 设 g(t) = t2 − π2

4 ，求解 g(t) = 0 得到两个根：

c1 =
π

2
, c2 = −π

2
. (9.73)
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其中，只有 c1 位于积分区间 [1,∞] 内。计算导数：

g′(t) = 2t. (9.74)

根据定理 9.65，我们可以将 δ 函数展开：

δ

(
t2 − π2

4

)
=

2∑
k=1

δ (t− ck)

|g′(ck)|
. (9.75)

对于 c1，有：

δ

(
t2 − π2

4

)
=
δ(t− π/2)

|2(π/2)|
=
δ(t− π/2)

π
. (9.76)

将其代入积分：

I =

∫ ∞

1
sin tδ

(
t2 − π2

4

)
dt

=

∫ ∞

1
sin t · δ(t− π/2)

π
dt

=
1

π
sin
(π
2

)
=

1

π
. (9.77)

另一方面，若积分范围为整个实数轴：

I =

∫ ∞

−∞
sin tδ

(
t2 − π2

4

)
dt, (9.78)

由于 c1 =
π
2 和 c2 = −π

2 均在积分范围内，而 sin(−t) = − sin t，两者贡献相互抵消，因此：

I = 0. (9.79)

例 9.9 考虑以下定义的函数 DT (x− x0)：

DT (x− x0) :=
1

2π

∫ T

−T
ei(x−x0)tdt. (9.80)

该积分可以直接计算，得到：

DT (x− x0) =
1

2π

ei(x−x0)t

i (x− x0)

∣∣∣∣∣
T

−T

=
1

π

sinT (x− x0)

x− x0
. (9.81)

图 88 展示了不同 T 值下的 DT (x) 作为 x的函数的图像。注意，随着 T 增大，曲线的宽度

变小。我们可以计算其积分：∫ ∞

−∞
DT (x− x0) dx =

1

π

∫ ∞

−∞

sinT (x− x0)

x− x0
dx =

1

π

∫ ∞

−∞

sin y

y
dy︸ ︷︷ ︸

=π

= 1. (9.82)
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图 88: sinTx
x 逼近狄拉克 δ 分布。虚线对应 T = 0.5，粗实线对应 T = 2，细实线对应 T = 15。

由图 88 可见，当 T 越来越大时，DT (x− x0) 趋近于狄拉克 δ 函数，即：

δ (x− x0) = lim
T→∞

DT (x− x0) = lim
T→∞

1

π

sinT (x− x0)

x− x0
. (9.83)

为了说明这一点，我们注意到对于有限的 T，可以写为：

DT (x− x0) =
T

π

sinT (x− x0)

T (x− x0)
. (9.84)

进一步地，当 x非常接近 x0 时，

T (x− x0) → 0, 且
sinT (x− x0)

T (x− x0)
→ 1. (9.85)

这意味着DT (x− x0) ≈ (T/π)，在 T 较大时其值很大，这符合 δ 函数的特性：δ(0) = ∞。另一

方面，DT (x− x0) 在 x0 处的宽度大致由其值降至零的点间距给出：

T (x− x0) = ±π, 或 x− x0 = ±π

T
. (9.86)

这说明其宽度约为∆x = 2π/T，随着 T 增大而趋于零，再次符合 δ函数的特性。因此，从 (9.80)
和 (9.83) 可得 δ 函数的一个重要表示：

δ (x− x0) =
1

2π

∫ ∞

−∞
ei(x−x0)tdt. (9.87)

9.2.2 阶跃函数

定义 9.3 阶跃函数（step function）θ(x) 定义为：

θ(x) =

1, x > 0

0, x < 0
(9.88)

阶跃函数在描述具有不连续点或尖点的函数时非常有用。例如，绝对值函数可以用 θ(x) 表

示：

|x| = xθ(x)− xθ(−x), (9.89)
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或更一般地：

|x− y| = (x− y)[θ(x− y)− θ(y − x)]. (9.90)

此外，分段连续函数，例如：

g(x) =

g1(x), 0 < x < 1

g2(x), x > 1
(9.91)

可以重写为：

g(x) = g1(x)θ(x)θ(1− x) + g2(x)θ(x− 1). (9.92)

定理 9.5 阶跃函数 θ(x) 在 x = 0 处的导数趋于无穷大：

θ′(0) = lim
ϵ→0

θ(ϵ)− θ(−ϵ)
2ϵ

= lim
ϵ→0

1− 0

2ϵ
→ ∞. (9.93)

因此，我们可以将 θ(x) 的导数与狄拉克 δ 函数联系起来：

δ(x− x0) = θ′(x− x0). (9.94)

证明： 考虑阶跃函数 θ(x− x0)：

θ(x− x0) =

1, x > x0

0, x < x0

(9.95)

其导数 θ′(x− x0) 仅在 x = x0 处非零。因此，对于任意良好定义的函数 f(x)，我们计算：∫ ∞

−∞
f(x)θ′(x− x0)dx =

∫ x0+ϵ

x0−ϵ
f(x)θ′(x− x0)dx

≈ f(x0)

∫ x0+ϵ

x0−ϵ
θ′(x− x0)dx

= f(x0)[θ(ϵ)− θ(−ϵ)]

= f(x0)[1− 0] = f(x0). (9.96)

这与狄拉克 δ 函数的定义一致，因此得到

δ(x− x0) = θ′(x− x0). (9.97)

例 9.10 对于正数 a，函数 tanh(ax) 在 x→ ∞ 时趋于 1，在 x→ −∞ 时趋于 -1，并在两者之间

平滑过渡。随着 a增大，过渡变得越来越陡峭。这引出了以下关系：

θ (x− x0) =
1

2
lim
a→∞

{1 + tanh [a (x− x0)]} . (9.98)
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解： 定义 θa (x− x0) 为右侧函数在任意有限正数 a下的形式，则：

θ′a (x− x0) =
1

2

d

dx
{1 + tanh [a (x− x0)]} =

a sech2 [a (x− x0)]

2
. (9.99)

计算积分： ∫ ∞

−∞
θ′a (x− x0) dx = θa (x− x0)|∞−∞

=
1

2
{1 + tanh [a (x− x0)]}

∣∣∣∣∞
−∞

= 1. (9.100)

该等式对任意 a > 0 成立，特别是当 a→ ∞ 时。因此，我们得到狄拉克 δ 函数的又一种表示形

式：

δ (x− x0) = lim
a→∞

θ′a (x− x0) = lim
a→∞

a sech2 [a (x− x0)]

2
. (9.101)

例 9.11 (阶跃函数的围道积分表示) 证明以下围道积分表示阶跃函数：

Θ(τ) = − 1

2πi
lim
ε→0+

∫ ∞

−∞
dω

e−iωτ

ω + iε
(9.102)

解： 我们将 ω-积分视为复平面上的闭合路径积分（见图 89）。被积函数在 ω = −iε处具有一

个一阶极点。

图 89: 积分路径：τ < 0 和 τ > 0 的情况

情况 1：τ < 0 当 τ < 0 时，我们在复平面的上半平面闭合积分路径，因为在该区域的无穷远

处积分贡献消失。令 ω = ϱeiϕ，则被积函数可写为：

f(ϱ, ϕ) =
e−iωτ

ω
=

e−iϱτ(cosϕ+i sinϕ)

ϱeiϕ
= e−iϱτ cosϕ e

+ϱτ sinϕ

ϱeiϕ
(9.103)

对于 τ < 0，在无穷远上半圆的积分贡献满足：

|f(ϱ, ϕ)| = e−ϱ|τ | sinϕ

ϱ
→ 0 (ϱ→ ∞) (9.104)
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由柯西定理，由于极点不在封闭积分路径内部，整个积分值为零，即：

Θ(τ < 0) = 0 (9.105)

情况 2：τ > 0 当 τ > 0时，我们采用下半平面封闭路径，并使用 Cauchy 积分定理计算围道积分。

由于积分路径的方向为顺时针，因此计算留数时会出现额外的负号。计算被积函数在 ω = −iε

处的留数：

Θ(τ > 0) = − 1

2πi
(−1)2πi lim

ε→0
Res

[
e−iωτ

ω + iε

]
ω=−iε

(9.106)

计算留数：

Res

[
e−iωτ

ω + iε

]
ω=−iε

= e−iωτ
∣∣
ω=0

= 1 (9.107)

最终得出：

Θ(τ > 0) = 1 (9.108)

可以验证

dΘ(τ)

dτ
= − 1

2πi
lim
ε→0+

∫ ∞

−∞

d

dτ

e−iωτ

ω + iε
dω = − 1

2πi
lim
ε→0+

∫ ∞

−∞

−iω

ω + iε
e−iωτdω

=
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iωτdω = δ(τ).

(9.109)

9.2.3 多维狄拉克 δ函数

我们可以将一维狄拉克 δ 函数推广到多维空间。在二维空间中，狄拉克 δ 函数的定义为：

定义 9.4 二维狄拉克 δ 函数定义为：

δ (x− x0) δ (y − y0) ≡ δ (r− r0) =

δ(0) ≡ δ(0, 0) = ∞, 如果r = r0,

0, 否则.
(9.110)

二维狄拉克 δ 函数在除 r = r0 以外的所有点上均为零，而在 r = r0 处趋于无穷大。

定理 9.6 在极坐标系中，二维狄拉克 δ 函数可以表示为：

δ (r− r0) =
1

ρ
δ (ρ− ρ0) δ (φ− φ0) . (9.111)

定理 9.7 设 Ω 是 xy-平面上的一个区域，P0 是其中的一个点，则有：

∫∫
Ω
f(r)δ (r− r0) dxdy =

f (r0) ≡ f (x0, y0) , 若P0 ∈ Ω,

0, 否则.
(9.112)

其中，(x0, y0) 是 P0 的笛卡尔坐标。
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定义 9.5 三维狄拉克 δ 函数在所有参数均为零的点处取无穷大，在其他所有位置均为零。

在笛卡尔坐标系中，该函数的表达式为：

δ (r− r0) = δ (x− x0, y − y0, z − z0)

= δ (x− x0) δ (y − y0) δ (z − z0) . (9.113)

在柱坐标系中，其表达式为：

δ (r− r0) =
1

ρ0
δ (ρ− ρ0) δ (φ− φ0) δ (z − z0) . (9.114)

在球坐标系中，该函数可写为：

δ (r− r0) =
1

r20 sin θ0
δ (r − r0) δ (θ − θ0) δ (φ− φ0) . (9.115)

定理 9.8 三维狄拉克 δ 函数满足以下体积分性质：

∫∫∫
Ω
δ (r− r0) dV =

1, 若P0 ∈ Ω,

0, 否则.
(9.116)

其中Ω是三维空间中的一个区域，P0 是一个点，具有笛卡尔坐标 (x0, y0, z0)，球坐标 (r0, θ0, φ0)，

以及柱坐标 (ρ0, φ0, z0)。

此外，对于任意“良好”函数 f(r)，我们有：

∫∫∫
Ω
f(r)δ (r− r0) dV =

f (r0) , 若P0 ∈ Ω,

0, 否则.
(9.117)

这表明积分的结果等于函数 f 在点 P0 处的值，从而简化了积分计算。

例 9.12 计算一维无限离子晶体在笛卡尔坐标系中的静电场。假设电荷分布在 z 轴上（见图 90）。
我们将其视为三维电荷分布，其体电荷密度为：

ρq(x, y, z) = q
∞∑

k=−∞
(−1)kδ(x)δ(y)δ(z − ka). (9.118)

三个 δ 函数分别将电荷限制在 z 轴上并定位各个电荷。静电场的计算基于：

Ex(x, y, z) = ke

∫∫∫
Ω

ρq (x
′, y′, z′) (x− x′) dx′dy′dz′{

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2
}3/2

. (9.119)

其中 ke = 1/ (4πϵ0)，由于 δ 函数会自动限制积分区域，我们可以取 Ω 为整个空间。此外，可选

择坐标系使得场点位于 xz 平面，即令 y = 0。将 ρq 代入积分：

Ex(x, y, z) = keq
∞∑

k=−∞
(−1)k

∫∫∫
Ω

(x− x′) δ (x′) δ (y′) δ (z′ − ka) dx′dy′dz′{
(x− x′)2 + y′2 + (z − z′)2

}3/2
. (9.120)
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图 90: 计算一维离子晶体静电场的几何示意图。

利用 δ 函数的积分性质（参考 (9.117)），我们注意到：

f
(
x′, y′, z′

)
=

(x− x′){
(x− x′)2 + y′2 + (z − z′)2

}3/2
. (9.121)

积分的结果是 f 在 x′ = 0, y′ = 0, z′ = ka处的取值，因此我们得到：

Ex(x, y, z) = keq
∞∑

k=−∞
(−1)k

x

{x2 + (z − ka)2}3/2
. (9.122)

将求和拆分成三部分：

Ex(x, y, z) =keq

−1∑
k=−∞

(−1)k
x

{x2 + (z − ka)2}3/2

+ keq
x

(x2 + z2)3/2
+ keq

∞∑
k=+1

(−1)k
x

{x2 + (z − ka)2}3/2
.

(9.123)

由于求和是收敛的，我们可以通过对第一项换元 k → −k 进行合并：

(−1)−k =
1

(−1)k
= (−1)k. (9.124)

因此，最终得到：

Ex(x, 0, z) =keq
x

(x2 + z2)3/2

+ keq

∞∑
k=1

(−1)k

(
x

{x2 + (z + ka)2}3/2
+

x

{x2 + (z − ka)2}3/2

)
.

(9.125)

类似地，计算电场的其他分量：

Ey(x, 0, z) = 0,

Ez(x, 0, z) = keq
z

(x2 + z2)3/2
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+ keq
∞∑
k=1

(−1)k

(
z + ka

{x2 + (z + ka)2}3/2
+

z − ka

{x2 + (z − ka)2}3/2

)
. (9.126)

当 z = 0 时，进一步简化：

Ex(x, 0, 0) = keq
x

|x|3
+ 2keq

∞∑
k=1

(−1)k
x

(x2 + k2a2)3/2
,

Ey(x, 0, 0) = 0,

Ez(x, 0, 0) = 0. (9.127)

在 x = a处，场强数值计算为：

Ex(a, 0, 0) =
keq

a2

{
1 + 2

∞∑
k=1

(−1)k

(1 + k2)3/2

}
= 0.42746

keq

a2
. (9.128)

其中，级数的数值计算（精确至六位小数）通过求和前 150 项得到。
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9.3 傅里叶变换

定义 9.6 (积分变换) 一个函数 v(t) 积分变换为另一个函数 u(x) 的定义如下：

u(x) =

∫ b

a
K(x, t)v(t)dt (9.129)

其中，(a, b) 是一个适当的区间，K(x, t) 被称为积分变换的核函数（kernel），它是两个变量的函

数。

定义 9.7 傅里叶变换的核函数傅里叶变换的核函数形式为：

K(x, t) = e−itx (9.130)

其积分区间为 (−∞,+∞)。

图 91: (a) 需要表示的函数。(b) 其傅里叶级数表示导致的周期性重复。

我们知道只要函数 F (x) 是周期性的，其傅里叶级数表示在整个实轴上有效。然而，在物理

应用中，大多数函数仅在某个区间 (a, b) 上定义，并且在该区间之外不进行重复。因此，我们希

望能够将这些函数也展开成某种形式的傅里叶“级数”。

一种实现方法是从周期性傅里叶级数出发，然后让周期趋于无穷大，同时扩展函数的定义

域。例如，假设我们要表示一个仅在区间 (a, b) 内定义的函数 f(x)，并规定它在其他地方取零，

如图 91(a) 所示。

如果直接尝试傅里叶级数展开，该方法会导致函数的周期性重复，如图 91(b) 所示。这种重

复可能在某些应用场景下是不希望的，因此需要寻求其他方法来处理这种情况。

为了消除傅里叶级数展开导致的周期性重复，我们引入一个参数 Λ，定义一个新的函数

fΛ(x) 作为扩展：
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fΛ(x) =


0, a− Λ/2 < x < a,

f(x), a < x < b,

0, b < x < b+ Λ/2.

(9.131)

图 92: 通过引入参数 Λ，我们成功地将函数的周期性副本分离开来。

如图 92 所示，这个函数的傅里叶级数展开为：

fΛ(x) =
1√
L+ Λ

∞∑
n=−∞

fΛ,ne
2iπnx/(L+Λ) (9.132)

其中系数 fΛ,n 由以下积分定义：

fΛ,n =
1√
L+ Λ

∫ b+Λ/2

a−Λ/2
e−2iπnx/(L+Λ)fΛ(x)dx (9.133)

通过引入参数 Λ，我们成功地将原函数的多个周期性副本彼此分离。如果令 Λ → ∞，我们

可以完全孤立出函数 f(x)，避免重复。

观察式 (9.132) 和 (9.133) 在 Λ → ∞ 时的行为，我们定义 kn 为：

kn :=
2nπ

L+ Λ
(9.134)

在 Λ 充分大时，n 改变一个单位，kn 仅有微小改变，即 kn 变化趋于连续，kn 可近似为连续变

量。这表明在 (9.132) 的求和式中，可以对 n进行分区间合并，得到黎曼和：

fΛ(x) ≈
∞∑

j=−∞

fΛ (kj)√
L+ Λ

eikjx∆nj (9.135)

其中 kj 对应第 j 个 bin 的值，∆nj 计数了第 j 个 bin 中 n 求和的个数。fΛ(kj) := fΛ,nj，并且

∆nj 由下式给出：

∆nj =
L+ Λ

2π
∆kj (9.136)

代入上述关系，我们得到：

fΛ(x) ≈
1√
2π

∞∑
j=−∞

f̃Λ(kj)e
ikjx∆kj (9.137)

其中定义 f̃Λ(kj) 为：

f̃Λ(kj) =

√
L+ Λ

2π
fΛ(kj) (9.138)

207



在 Λ → ∞ 的极限下，傅里叶级数过渡为傅里叶积分变换，得到：

f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f̃(k)eikxdk (9.139)

其中傅里叶变换 f̃(k) 由下式定义：

f̃(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx (9.140)

方程 (9.139) 表示傅里叶逆变换，(9.140) 表示傅里叶变换。值得注意的是，这两个变换的唯一区

别在于积分核中的指数符号不同。

定义 9.8 另一种常见的傅里叶变换记号是 F [f ]，其逆变换记作 F−1[g]。这意味着，傅里叶变换

F [f ] 在 k 处的值由以下积分给出：

F [f ](k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx (9.141)

类似地，傅里叶逆变换 F−1[g] 在 x处的值由以下积分定义：

F−1[g](k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
g(k)eikxdk (9.142)

例 9.13 计算函数 f(t) 的傅里叶变换 f̃(ω) 并验证傅里叶反演公式，其中

f(t) =

e−at, t > 0

0, t < 0
(9.143)

其中 a > 0。

解：

计算傅里叶变换 计算 f̃(ω) 相对简单，对于 a > 0，我们有：

f̃(ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt. (9.144)

由 f(t) 的定义，该积分变为：

f̃(ω) =
1√
2π

∫ ∞

0
e−ate−iωtdt =

1√
2π

∫ ∞

0
e−(a+iω)tdt. (9.145)

计算该积分：

f̃(ω) =
1√
2π

1

a+ iω
, (注意 a > 0). (9.146)

验证傅里叶反演公式 定义

g(z) =
1

a+ iz
. (9.147)

注意到 f̃(ω) = 1√
2π
g(ω)，并且对于较大的 |z|，满足 |g(z)| < M

|z|。

我们分别讨论 t > 0 和 t < 0 的情况进行验证。
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图 93: 标准围道

情况 1: t > 0 使用标准围道（图 93）。

根据定理 6.6，我们有：

lim
x1→∞,x2→∞

∫
C1+C2+C3

g(z)eiztdz = 0. (9.148)

同时，

lim
x1→∞,x2→∞

∫
C4

g(z)eiztdz =
√
2π

∫ ∞

−∞
f̃(ω)eiωtdω. (9.149)

唯一的极点出现在 z = ia，它位于上半平面。利用留数定理，应用于整个封闭围道，我们

得到： ∫
C1+C2+C3+C4

g(z)eiztdz = 2πiRes

(
eizt

a+ iz
, ia

)
= 2πe−at. (9.150)

结合上述结果，我们得出：

1√
2π

∫ ∞

−∞
f̃(ω)dω = e−at, for t > 0. (9.151)

这验证了傅里叶反演公式在 t > 0 时成立。

情况 2: t < 0 在 t < 0 的情况下，我们使用另一条围道（图 94）。

图 94: 用于 t < 0 的围道

根据定理 6.6，我们有：

lim
x1→∞,x2→∞

∫
C1+C2+C3

g(z)eiztdz = 0. (9.152)

同时，

lim
x1→∞,x2→∞

∫
C4

g(z)eiztdz =
√
2π

∫ ∞

−∞
f̃(ω)dω. (9.153)
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由于 g(z)eizt 在下半平面没有极点，应用留数定理于整个封闭围道，我们得到：∫
C1+C2+C3+C4

g(z)eiztdz = −2πiRes

(
eizt

a+ iz
, ia

)
= 0. (9.154)

因此，
1√
2π

∫ ∞

−∞
f̃(ω)dω = 0, for t < 0. (9.155)

这验证了傅里叶反演公式在 t < 0 时成立。

傅里叶反演积分的收敛性说明 最后，我们来讨论一下傅里叶反演积分收敛。根据定义：

1√
2π

∫ ∞

−∞
f̃(ω)eiωtdω =

1√
2π

∫ ∞

−∞

eiωt

a+ iω
dω

=
1√
2π

∫ ∞

−∞

a cos(ωt) + ω sin(ωt)− iω cos(ωt) + ia sin(ωt)

a2 + ω2
dω.

(9.156)

其中，分子中不含 ω的项由于分母 ω2 的存在，积分绝对收敛。而分子中含有 ω的项并不绝

对收敛。例如：
ω sin(ωt)

a2 + ω2
(9.157)

其衰减行为类似于 1/ω，因此它的积分不是绝对收敛的。

然而，我们可以证明该积分是条件收敛的，即：

lim
R2→∞

∫ R2

0

ω sin(ωt)

a2 + ω2
dω 和 lim

R1→∞

∫ 0

−R1

ω sin(ωt)

a2 + ω2
dω (9.158)

的极限存在且有限。

图 95: 总面积围绕某个极限值振荡，且振荡幅度随 ω 递减

关键论证

由于 sin(ωt) 在 ω 轴上交替变化，其正负区域的面积相互抵消。

另一方面， ω
a2+ω2 作为一个函数，单调递减，因此其贡献的面积逐渐减少。

这意味着随着 R1 和 R2 变大，曲线下的总面积会围绕某个极限值振荡，并且振荡幅度递

减，最终收敛到某个有限值。
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因此，我们可以得出结论：傅里叶反演积分尽管不是绝对收敛的，但它是条件收敛的，从而

保证了傅里叶反演公式的正确性。

9.3.1 傅里叶变换的性质

方程 (9.139) 和 (9.140) 互为逆变换。然而，它们的一致性并非显然。换句话说，如果我们将

方程 (9.139) 代入 (9.140) 的右侧，是否能得到恒等式？让我们来检验：

f̃(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dxe−ikx

[
1√
2π

∫ ∞

−∞
f̃
(
k′
)
eik

′xdk′
]

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
f̃
(
k′
)
ei(k

′−k)xdk′
(9.159)

我们现在交换两个积分的次序：

f̃(k) =

∫ ∞

−∞
dk′f̃

(
k′
) [ 1

2π

∫ ∞

−∞
dxei(k

′−k)x
]
. (9.160)

方括号中的表达式是狄拉克 δ 函数. 因此，我们得到

f̃(k) =

∫ ∞

−∞
dk′f̃

(
k′
)
δ
(
k′ − k

)
, (9.161)

这就是恒等式。用 F 记号表示，该结果可写为：

F−1F [f ] = FF−1[f ] = f (9.162)

对于任意函数 f，第二个恒等式可通过类似的方法证明。

线性运算 傅里叶变换及其逆变换具有线性性质。若 a 和 b为常数，f 和 g 为函数，则有：

F [af + bg] = aF [f ] + bF [g], F−1[af + bg] = aF−1[f ] + bF−1[g]. (9.163)

高维傅里叶变换 傅里叶变换可以推广到更高维度。这一推广是直接的，其定义如下：

F−1[f̃ ](r) := f(r) =
1

(2π)n/2

∫
Ωk

∞

dnkeik·rf̃(k),

F [f ](k) := f̃(k) =
1

(2π)n/2

∫
Ωx

∞

dnxf(r)e−ik·r.

(9.164)

其中，n通常取 2 或 3，Ωk∞ 代表整个 k-空间，而 Ωx∞ 代表整个 x-空间。

9.3.2 正弦变换与余弦变换

在傅里叶变换的定义或其逆变换中，复指数部分可以分解为三角函数部分。对于偶函数，仅

余弦项有贡献，而对于奇函数，仅正弦项有贡献。此外，积分
∫∞
−∞ 可化为 2

∫∞
0 ，从而导出正弦
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变换和余弦变换，分别记为 Fs[f ] 和 Fc[f ]：

Fs[f ](k) =
√

2

π

∫ ∞

0
f(x) sin kxdx,

Fc[f ](k) =
√

2

π

∫ ∞

0
f(x) cos kxdx.

(9.165)

求余弦变换的逆变换 设 f(x)是方程 (9.165) 中余弦变换的函数。两边乘以 cos k′x（其中 k′ > 0），

并对所有正 x取积分：∫ ∞

0
f(x) cos k′xdx =

√
2

π

∫ ∞

0
f̃(k)dk

∫ ∞

0
cos kx cos k′xdx. (9.166)

将余弦函数用指数函数表示，则右侧的 x积分为：∫ ∞

0
cos kx cos k′xdx =

1

4

∫ ∞

0

(
eikx + e−ikx

)(
eik

′x + e−ik
′x
)
dx

=
1

4

∫ ∞

0

[
eix(k+k

′) + e−ix(k+k
′) + eix(k−k

′) + e−ix(k−k
′)
]
dx

=
1

4

∫ ∞

−∞
eix(k+k

′)dx+
1

4

∫ ∞

−∞
eix(k−k

′)dx

=
π

2

[
δ(k + k′) + δ(k − k′)

]
.

(9.167)

在第二行到第三行的转换中，我们使用了
∫∞
0 e−iaxdx =

∫ 0
−∞ eiaxdx；而在第三行到最后一行的

转换中，我们使用了狄拉克 δ 函数的性质。

将结果 (9.167) 代入 (9.166)，得到：∫ ∞

0
f(x) cos k′xdx =

√
π

2

∫ ∞

0
f̃(k)δ(k + k′)dk +

√
π

2

∫ ∞

0
f̃(k)δ(k − k′)dk

=

√
π

2
f̃(k′).

(9.168)

因此，我们得到了余弦变换：

f̃(k′) =

√
2

π

∫ ∞

0
f(x) cos k′xdx. (9.169)

正弦变换 类似地，可以证明正弦变换的逆变换也是正弦变换，我们在此省略详细推导。

总结 正弦变换与余弦变换的逆变换仍然是正弦变换与余弦变换。这一特性表明，在需要仅处

理偶函数或奇函数的情形下，正弦变换与余弦变换可以作为傅里叶变换的特例使用。然而，在

实际应用中，傅里叶变换（以指数函数形式表示）通常更加方便，因此我们不再进一步使用正

弦或余弦变换。

例 9.14 让我们计算如下函数的傅里叶变换：

f(x) =

b, |x| < a,

0, |x| > a.
(9.170)
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(见图 96)。根据公式 (9.140)，我们有

f̃(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx =

b√
2π

∫ a

−a
e−ikxdx =

2ab√
2π

sin ka

ka
. (9.171)

图 96: 方形“脉冲”函数。

极限讨论 首先，若令 a→ ∞，则 f(x) 变为整个实轴上的常函数，此时傅里叶变换为：

f̃(k) =
2b√
2π

lim
a→∞

sin ka

k
=

2b√
2π
πδ(k). (9.172)

这表明常函数的傅里叶变换是狄拉克 δ 函数。

其次，若令 b→ ∞ 且 a→ 0，使得 2ab = 1，则 f(x) 逼近 δ 函数，傅里叶变换变为：

f̃(k) = lim
b→∞
a→0

2ab√
2π

sin ka

ka
=

1√
2π

lim
a→0

sin ka

ka
=

1√
2π
. (9.173)

这说明 δ 函数的傅里叶变换是常数 1/
√
2π。

不确定性关系 f(x) 的宽度为 ∆x = 2a，而 f̃(k) 的宽度近似为其前两个零点间的距离：

∆k = k+ − k− =
2π

a
. (9.174)

即，f(x) 越宽，其傅里叶变换 f̃(k) 越窄。极限情况下，若 f(x) 具有无限宽度（常函数），则其

傅里叶变换趋于 δ 函数。

这一性质是普遍的，可以证明：

∆x∆k ≥ 1. (9.175)

当两边乘以约化普朗克常数 ℏ = h/(2π)，可得到著名的海森堡不确定性关系：

∆x∆p ≥ ℏ, (9.176)

其中 p = ℏk 为粒子的动量。

15在量子力学中，g(x) 的宽度，即所谓的“波包”，表示量子力学中粒子位置 x 的不确定性。同样地，傅里叶变换 g̃(k)

的宽度表示动量 p 的不确定性，其中 p = ℏk。

213



图 97: 积分收敛性分析。最细曲线对应K = 10，中等曲线对应K = 20，最粗曲线对应K = 100。

傅里叶逆变换 f(x) 可由其傅里叶变换 f̃(k) 通过傅里叶逆变换恢复：

f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞

2b√
2π

sin ka

k
eikxdk =

b

π

∫ ∞

−∞

sin ka

k
eikxdk. (9.177)

图 97 显示了积分
b

π

∫ K

−K

sin ka

k
eikxdk (9.178)

在不同的K 值下的收敛情况。随着K 的增大，所得曲线逐渐逼近图 96 所示的方形脉冲函数。

例 9.15 计算高斯函数 g(x) = ae−bx
2
（其中 a, b > 0）的傅里叶变换：

g̃(k) =
a√
2π

∫ ∞

−∞
e−b(x

2+ikx/b)dx. (9.179)

我们可以将被积函数指数中的二次项重写，并利用变量替换 y = x+ ik/(2b)，得到：

g̃(k) =
ae−k

2/4b

√
2π

∫ ∞

−∞
e−by

2
dy. (9.180)

使用高斯积分的标准结果： ∫ ∞

−∞
e−by

2
dy =

√
π

b
, (9.181)

我们最终得到高斯函数的傅里叶变换：

g̃(k) =
a√
2b
e−k

2/(4b). (9.182)

不确定性关系 值得注意的是，g(x) 的宽度与 1/
√
b 成正比，而 g̃(k) 的宽度与

√
b 成正比。因

此，我们得到不确定性关系：

∆x∆k ∼ 1. (9.183)

例 9.16 (汤川势（Yukawa potential）) 计算点电荷 q 在原点的库仑势 V (r) = keq
r 的傅里叶变换

在散射实验（如原子、分子和固体的散射）中非常重要。然而，库仑势的傅里叶变换并没有严格

定义。因此，我们引入 Yukawa 势：

Vα(r) =
keqe

−αr

r
, α > 0, (9.184)
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其傅里叶变换是良定义的，并且我们可以在 α→ 0 时恢复库仑势。

在三维空间中，傅里叶变换表示为：

Ṽα(k) =
1

(2π)3/2

∫∫
Ωx

∞

d3xe−ik·r
keqe

−αr

r
. (9.185)

由于积分中出现 r，使用球坐标是合适的。我们选取 k 沿着 z 轴的方向，即令 k = kêz，则有

k · r = kr cos θ. (9.186)

转换到球坐标后，积分表达式变为：

Ṽα(k) =
keq

(2π)3/2

∫ ∞

0
r2dr

∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dφe−ikr cos θ

e−αr

r
. (9.187)

其中 φ积分显然为 2π。对 θ 进行积分，令 u = cos θ，则：∫ π

0
sin θe−ikr cos θdθ =

∫ 1

−1
e−ikrudu =

1

ikr

(
eikr − e−ikr

)
. (9.188)

因此，

Ṽα(k) =
keq(2π)

(2π)3/2

∫ ∞

0
drr2

e−αr

r

1

ikr

(
eikr − e−ikr

)
=

keq

(2π)1/2
1

ik

∫ ∞

0
dr
[
e(−α+ik)r − e−(α+ik)r

]
=

keq

(2π)1/2
1

ik

(
e(−α+ik)r

−α+ ik

∣∣∣∣∣
∞

0

+
e−(α+ik)r

α+ ik

∣∣∣∣∣
∞

0

)
.

(9.189)

注意，因子 e−αr 使得 r → ∞ 处的指数项收敛，这正是我们引入它的原因。最终计算结果为：

Ṽα(k) =
2keq√
2π

1

k2 + α2
. (9.190)

参数 α控制势的作用范围，α越大，势的作用范围越小。实际上，Yukawa 在研究短程核力时引

入了 α。对于电磁相互作用，势的作用范围是无限的，因此 α = 0，从而 Yukawa 势退化为库仑

势：

ṼCoul(k) =
2keq√
2π

1

k2
. (9.191)

当涉及电荷分布时，傅里叶变换的结果将会有所不同，如下一个例子所示。

例 9.17 考虑电荷分布在有限体积中的情况，其电势可表示为：

V (r) =

∫∫∫
keqρ (r

′)

|r′ − r|
d3x′ = keq

∫
ρ (r′)

|r′ − r|
d3x′, (9.192)

其中 ρ (r′)表示电荷密度，并且我们归一化 ρ (r′)使其体积分等于 1。图 98 显示了相关几何关系。

通过变量替换 R = r′ − r，即 r′ = R+ r，并令 d3x′ = d3X，则傅里叶变换为：

Ṽ (k) =
1

(2π)3/2

∫
d3xe−ik·rkeq

∫
ρ(R+ r)

R
d3X. (9.193)
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为了计算方程 (9.193)，使用 ρ(R+ r) 的傅里叶变换表示：

ρ(R+ r) =
1

(2π)3/2

∫
d3k′ρ̃

(
k′) eik′·(R+r). (9.194)

将 (9.194) 代入 (9.193)，可得：

Ṽ (k) =
keq

(2π)3

∫
d3xd3Xd3k′

eik
′·R

R
ρ̃
(
k′) eir·(k′−k)

= keq

∫
d3Xd3k′

eik
′·R

R
ρ̃
(
k′)( 1

(2π)3

∫
d3xeir·(k

′−k)

)
︸ ︷︷ ︸

δ(k′−k)

= keqρ̃(k)

∫
d3X

eik·R

R
. (9.195)

图 98: 连续电荷分布在点 P 处的电势的逆傅里叶变换计算几何示意图。

该结果的一个显著特性是电荷分布 ρ̃(k) 被完全因子化出来。此外，式 (9.195) 的积分部分

（除去常数和 k 的符号变化）与前例中的点电荷库仑势的逆傅里叶变换一致。因此，我们可以将

其写为：

Ṽ (k) = (2π)3/2ρ̃(k)ṼCoul(−k) =
4πkeqρ̃(k)

|k|2
. (9.196)

应用：傅里叶变换与夸克的发现 方程 (9.196) 在分析粒子的微观结构时具有重要意义。傅里叶

变换 Ṽ (k) 在散射实验中是直接可测的。在典型的实验中，使用带电点粒子（如电子）探测带电

目标。如果 Ṽ (k) 的行为偏离 1/k2，则可以得出目标粒子具有电荷分布的结论。

更具体地说，绘制 k2Ṽ (k) 与 k 的关系曲线，可以观察 ρ̃(k)（即形状因子，form factor）如

何随 k 变化。如果该图像为常数，则 ρ̃(k) 也是常数，表明目标是点粒子（对于点粒子，ρ̃(k) 是

常数，因为 ρ(r′) ∝ δ(r− r′)）。如果 ρ̃(k) 依赖于 k，则目标粒子具有非零的电荷分布。

这种方法推广到四维相对论时，为 1968 年斯坦福直线加速器中心（SLAC）电子散射实验

提供了有力的证据，揭示了质子内部存在点状粒子（即夸克）。实验发现，质子的形状因子随着

k 变化，不再是常数，从而支持了部分子（夸克）模型。
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9.4 傅里叶变换的在求解微分方程中的应用

傅里叶变换在求解微分方程时非常有用，因为在 r 空间中的导数运算在 k 空间中变成了普

通的乘法。例如，若对方程 (9.139) 中的 f(r) 进行 xj 方向的偏导数，我们得到：

∂

∂xj
f(r) =

1

(2π)n/2

∫
Ωk

∞

dnk
∂

∂xj
ei(k1x1+···+kjxj+···+knxn)f̃(k)

=
1

(2π)n/2

∫
Ωk

∞

dnk (ikj) e
ik·rf̃(k). (9.197)

即，每次对 r 的某个分量求偏导数时，k 的对应分量都会“下降”乘以 i。因此，在 n维空间中，梯

度算子和拉普拉斯算子可以表示为：

∇f(r) = (2π)−n/2
∫
dnk(ik)eik·rf̃(k),

∇2f(r) = (2π)−n/2
∫
dnk

(
−k2

)
eik·rf̃(k). (9.198)

例 9.18 让我们用一个简单的例子来说明上述方法。考虑一个常微分方程：

y′′(t) + 8y′(t) + 7y(t) = f(t) =

e−at 若t > 0

0 若t < 0
(9.199)

其中（a > 0）。我们可以通过傅里叶变换来“求解”此方程，方法是将以下表达式代入方程：

y(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dωỹ(ω)eiωt,

dy

dt
=

1√
2π

∫ ∞

−∞
dωỹ(ω)(iω)eiωt,

d2y

dt2
= − 1√

2π

∫ ∞

−∞
dωỹ(ω)ω2eiωt,

f(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dωf̃(ω)eiωt. (9.200)

将 (9.200) 代入 (9.199)，得到：

1√
2π

∫ ∞

−∞
dωỹ(ω)

(
−ω2 + i8ω + 7

)
eiωt =

1√
2π

∫ ∞

−∞
dωf̃(ω)eiωt. (9.201)

由于傅里叶变换的唯一性，我们可以将 eiωt 的系数进行比较，从而得到：

ỹ(ω) =
f̃(ω)

−ω2 + i8ω + 7
=

1√
2π

1

(a+ iω)(7 + iω)(1 + iω)
. (9.202)

将 ỹ 扩展为复变函数 g(z)：

g(z) =
1√
2π

1

(a+ iz)(7 + iz)(1 + iz)
(9.203)

已知 |g(z)| < M/|z|3 对于某个常数 M 成立，我们有：对于 t > 0，eizt 在上半平面有界，因此
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使用图 99 积分路径：

y(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
ỹ(ω)eiωtdω

=
1√
2π

lim
x1→∞,x2→∞

∫
C4

g(z)eiztdz

=
1√
2π

lim
x1→∞,x2→∞

∫
C1+C2+C3+C4

g(z)eiztdz

= i
√
2π
∑

在上半平面的极点的留数

(9.204)

函数 eiztg(z) 的极点位于：

ia, 7i, i (9.205)

这些极点均在上半平面，对应的留数分别为：

1√
2π

e−at

i(7− a)(1− a)
,

1√
2π

e−7t

i(a− 7)(6)
,

1√
2π

e−t

i(a− 1)(6)
(9.206)

因此，当 t > 0 时，我们得到：

y(t) =
e−at

(7− a)(1− a)
− e−7t

(a− 7)(6)
+

e−t

(a− 1)(6)
(9.207)

图 99: t > 0 时的积分路径

对于 t < 0，我们使用图 100 的积分路径。这里的推导方式与 t > 0 时相同，但求和仅包括

下半平面的极点。然而，该函数在下半平面没有极点，因此得到：

ỹ(t) = 0, t < 0 (9.208)

最终结论：

y(t) =

0, t < 0

e−at

(7−a)(1−a) +
e−7t

(7−a)(6) −
e−t

(1−a)(6) , t > 0
(9.209)

注意 由于 |g(z)| < M/|z|3，我们也可以使用半圆代替矩形路径来计算傅里叶逆变换积分。
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图 100: t < 0 时的积分路径

例 9.19 考虑以下微分方程：

y′′ + y = f(t) =

e−at, t > 0

0, t < 0
(9.210)

其中 a > 0。求解 t > 0 时的 y(t)。

解： 采用傅里叶变换，得到：

ỹ(ω) =
f̃(ω)

1− ω2
=

1√
2π

1

(a+ iω)(1− ω2)
(9.211)

（最后一步使用了 f(t) 的已知傅里叶变换）。

我们将 ỹ(ω) 扩展为复变函数：

g(z) =
1

(a+ iz)(1− z2)
(9.212)

该函数的极点位于：

z = −1, 1, ai (9.213)

由于某些极点位于实轴上，我们需要沿实轴使用凹形的积分路径，并采用柯西主值计算积分。

图 101: 积分路径

对于 t > 0，eiztg(z) 在上半平面满足 |g(z)| < M/|z|3，因此可以应用留数定理。我们有如

下极限计算：

lim
R→∞

∫
CR

eiztg(z)dz = 0 (9.214)

lim
R→∞,r→0

∫
C2

eiztg(z)dz = πiRes
(
eiztg(z),−1

)
(9.215)

lim
R→∞,r→0

∫
C4

eiztg(z)dz = πiRes
(
eiztg(z), 1

)
(9.216)
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lim
R→∞,r→0

∫
C1+C3+C5

eiztg(z)dz =
√
2πp.v.

∫ ∞

−∞
ỹ(ω)eiωtdω (9.217)

结合留数定理，我们得到：

lim
R→∞,r→0

∫
C1−C2+C3−C4+C5+CR

eiztg(z)dz =
√
2πp.v.

∫ ∞

−∞
ỹ(ω)eiωtdω

− πiRes
(
eiztg(z),−1

)
− πiRes

(
eiztg(z), 1

)
= 2πiRes

(
eiztg(z), ai

)
(9.218)

接下来计算留数，结果如下：

Res
(
eiztg(z),−1

)
=

e−it

2(a− i)
(9.219)

Res
(
eiztg(z), 1

)
= − eit

2(a+ i)
(9.220)

Res
(
eiztg(z), ai

)
= − e−at

i(1 + a2)
(9.221)

因此，对于 t > 0，我们有：

y(t) =
1√
2π

p.v.
∫ ∞

−∞
ỹ(ω)eiωtdω

=
i

2
Res

(
eiztg(z),−1

)
+
i

2
Res

(
eiztg(z), 1

)
+ iRes

(
eiztg(z), ai

)
=

e−at

1 + a2
+

a

1 + a2
sin t− 1

1 + a2
cos t

(9.222)
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10 拉普拉斯变换

10.1 拉普拉斯变换的定义

定义 10.1 函数 f(t) 的拉普拉斯变换（Laplace transform）定义为：

L[f ](s) :=
∫ ∞

0
e−stf(t)dt. (10.1)

其中，s可以取复数值，且该积分必须收敛。

说明

拉普拉斯变换仅关注 t ≥ 0 时的 f(t)，通常我们可以假设 f(t) = 0 对于 t < 0；

在上下文明确的情况下，我们常用大写字母表示拉普拉斯变换，即：L[f ](s) = F (s)；

在某些情况下，也可以写作 L[f(t)]，其中 s变量隐含在表达式中。

例 10.1 (常见函数的拉普拉斯变换) 单位函数（值恒为 1 的函数）的拉普拉斯变换可直接计算得：

L[1] =
∫ ∞

0
e−stdt =

1

s
, Re(s) > 0. (10.2)

对于指数函数 eiωt，其拉普拉斯变换为：

F (s) = L[eiωt] =
∫ ∞

0
e−steiωtdt =

∫ ∞

0
e(−s+iω)tdt =

e(−s+iω)t

−s+ iω

∣∣∣∣∣
∞

0

=
1

s− iω
. (10.3)

由上式可得，余弦函数和正弦函数的拉普拉斯变换分别为：

L[cosωt] = Re
(
L[eiωt]

)
= Re

(
1

s− iω

)
=

s

s2 + ω2
, (29.49)

L[sinωt] = Im
(
L[eiωt]

)
= Im

(
1

s− iω

)
=

ω

s2 + ω2
. (29.50)

阶跃函数 θ(t− a) 的拉普拉斯变换为：

L[θ(t− a)] =

∫ ∞

0
e−stθ(t− a)dt =

∫ ∞

a
e−stdt =

e−as

s
. (10.4)

积分下限的变化源于 θ(t− a) 在 t < a时为 0，在 t > a时为 1。

由 L[1]，我们可以计算任何正整数次幂 tn 的拉普拉斯变换：

L[tn] =
∫ ∞

0
tne−stdt = (−1)n

dn

dsn

∫ ∞

0
e−stdt. (10.5)
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由于 L[1] = 1/s，我们得到：

L[tn] = (−1)n
dn

dsn

(
1

s

)
=

n!

sn+1
, n ∈ Z+. (10.6)

如果 n不是整数，而是任意实数 ν，则直接计算得：

L[tν ] =
∫ ∞

0
tνe−stdt. (10.7)

通过变量变换 u = st并利用伽马函数 Γ(x)，可得：

L[tν ] = 1

sν+1

∫ ∞

0
uνe−udu =

Γ(ν + 1)

sν+1
, (10.8)

其中 Γ(ν + 1) 为伽马函数，满足 Γ(n+ 1) = n!，因此当 ν = n为整数时，恢复整数公式。
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10.2 拉普拉斯变换的收敛性

拉普拉斯变换的定义依赖于积分的收敛性。函数有有限的增长指数是拉普拉斯变换收敛的

充分条件。

定义 10.2 如果存在常数M 使得对于所有 t ≥ 0，有不等式成立：

|f(t)| < Meat, a ≤ 0, (10.9)

则称 f(t) 具有增长指数型 a。

注意 按照上述定义，函数的指数型并不唯一。例如，一个具有指数型 2 的函数显然也具有指

数型 3。通常找到最小的指数型是有益的，但并非总是必要的。

定理 10.1 若函数 f 具有增长指数型 a，则其拉普拉斯变换 L(f(t)) 在 Re(s) > a时绝对收敛。

证明： 我们通过对
∣∣f(t)e−st∣∣进行估计来证明绝对收敛性。由于 f 具有指数型 a，存在常数

M > 0 使得

|f(t)| ≤Meat. (10.10)

因此，拉普拉斯变换的积分可以被如下估计：∫ ∞

0

∣∣f(t)e−st∣∣ dt ≤ ∫ ∞

0
Meate−Re(s)tdt =

∫ ∞

0
Me(Re(a)−Re(s))tdt. (10.11)

若 Re(s) > a，则积分收敛，证毕。
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10.3 拉普拉斯变换的主要性质

线性性质 (Linearity)
拉普拉斯变换及其逆变换具有线性性：

L[af + bg] = aL[f ] + bL[g], L−1[aF + bG] = aL−1[F ] + bL−1[G]. (10.12)

第一平移性质 (First Shift Property)
若 F (s) 是 f(t) 的拉普拉斯变换，则 F (s− a) 是 eatf(t) 的拉普拉斯变换：

F (s− a) = L
[
eatf(t)

]
=

∫ ∞

0
e−(s−a)tf(t)dt. (10.13)

这一结果的逆变换形式为：

L−1[F (s− a)] = eatL−1[F (s)]. (10.14)

第二平移性质 (Second Shift Property)
若 f(t) 与单位阶跃函数 θ(t− a) 相乘，则拉普拉斯变换满足：

L[θ(t− a)f(t− a)] = e−asL[f ](s). (10.15)

证明如下：

L[θ(t− a)f(t− a)] =

∫ ∞

a
e−stf(t− a)dt. (10.16)

令 τ = t− a，则上式变为：

L[θ(t− a)f(t− a)] =

∫ ∞

0
e−s(τ+a)f(τ)dτ = e−asL[f ](s). (10.17)

其逆变换形式为：

L−1
[
e−asF (s)

]
= θ(t− a)f(t− a) =

f(t− a), t ≥ a,

0, t < a.
(10.18)

拉普拉斯变换作用于函数的导数满足以下公式：

L
[
f ′
]
(s) = sL[f ](s)− f(0). (10.19)

证明： 利用分部积分计算拉普拉斯变换：∫ ∞

0
e−stf ′(t)dt = e−stf(t)

∣∣∞
0

+ s

∫ ∞

0
e−stf(t)dt. (10.20)

由于 f(t) 在 t→ ∞ 处满足适当的收敛条件，使得 lim
t→∞

e−stf(t) = 0，因此：

L
[
f ′
]
(s) = sL[f ](s)− f(0). (10.21)
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对于二阶导数，拉普拉斯变换满足：

L
[
f ′′
]
(s) = s2L[f ](s)− sf(0)− f ′(0). (10.22)

证明： 利用递推公式：

L
[
f ′′
]
(s) = sL

[
f ′
]
(s)− f ′(0). (10.23)

将 L[f ′](s) 代入：

L
[
f ′′
]
(s) = s (sL[f ](s)− f(0))− f ′(0), (10.24)

整理得到：

L
[
f ′′
]
(s) = s2L[f ](s)− sf(0)− f ′(0). (10.25)

10.3.1 周期函数的拉普拉斯变换

尽管傅里叶级数更适用于周期函数的分析，但拉普拉斯变换在处理周期函数时也具有重要

的应用价值。设 f(t) 是周期为 T 的周期函数，即满足：

f(t+ T ) = f(t). (10.26)

对 f(t) 进行拉普拉斯变换：

L[f(t)] =
∫ ∞

0
e−stf(t)dt. (10.27)

将积分拆分：

L[f(t)] =
∫ T

0
e−stf(t)dt︸ ︷︷ ︸

定义为F1(s)

+

∫ ∞

T
e−stf(t)dt. (10.28)

利用周期性 f(t+ T ) = f(t)，令 u = t− T，可得：∫ ∞

T
e−stf(t)dt =

∫ ∞

0
e−s(u+T )f(u+ T )du

= e−sT
∫ ∞

0
e−suf(u)du

= e−sTL[f(t)].

(10.29)

因此，拉普拉斯变换满足：

L[f(t)] = F1(s) + e−sTL[f(t)]. (10.30)

解出 L[f(t)]：

L[f(t)] = F1(s)

1− e−sT
, (10.31)

其中：

F1(s) =

∫ T

0
e−stf(t)dt. (10.32)

这一公式表明，周期函数的拉普拉斯变换可以表示为在一个周期上的积分 F1(s) 乘以一个

因子 1
1−e−sT 。
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10.3.2 卷积 (Convolution)

两个函数的卷积 (convolution) 定义为：

(f ⊗ g)(t) =

∫ t

0
f(u)g(t− u)du. (10.33)

做变量代换 v = t− u，则积分变量变为 v，从而得到：

(f ⊗ g)(t) =

∫ 0

t
f(t− v)g(v)(−dv) =

∫ t

0
g(v)f(t− v)dv = (g ⊗ f)(t), (10.34)

这表明卷积运算是可交换的 (commutative)。

此外，卷积还满足以下性质：

1. 线性性：c(f ⊗ g) = cf ⊗ g = f ⊗ cg，其中 c 为常数；

2. 交换性：f ⊗ g = g ⊗ f；

3. 结合性：f ⊗ (g ⊗ h) = (f ⊗ g)⊗ h；

4. 分配性：f ⊗ (g + h) = f ⊗ g + f ⊗ h。

定理 10.2 拉普拉斯变换将两个函数的卷积变换为它们各自拉普拉斯变换的乘积：

L[f ⊗ g](s) = L[f ](s) · L[g](s). (10.35)

其逆变换为：

(f ⊗ g)(t) = L−1[L[f ](s) · L[g](s)]. (10.36)

10.3.3 拉普拉斯变换的微分

通过对拉普拉斯变换的积分进行微分，可以得到以下公式：

dn

dsn
F (s) = L [(−1)ntnf(t)] , (10.37)

或其逆变换形式：

L−1
[
F (n)(s)

]
= (−1)ntnL−1[F (s)], (10.38)

其中，F (n)(s) 表示 F (s) 的 n阶导数。

对于 n = 1，上式可导出一个有用的关系式：

L−1[F (s)] = −1

t
L−1

[
F ′(s)

]
, (10.39)

在某些情况下，求解函数的导数的拉普拉斯逆变换可能比直接求解函数本身的逆变换更加容易。

例 10.2 求 F (s) = ln
(
s+a
s+b

)
的拉普拉斯逆变换。

解： 直接求解 F (s) 的逆变换较为困难，但我们可以先求导数的逆变换，再利用公式进行积

分。首先，计算 F (s) 的导数：

F ′(s) =
d

ds
[ln(s+ a)− ln(s+ b)] =

1

s+ a
− 1

s+ b
. (10.40)
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这个表达式的拉普拉斯逆变换较容易计算：

L−1
[
F ′(s)

]
= L−1

[
1

s+ a

]
− L−1

[
1

s+ b

]
= e−at − e−bt. (10.41)

最终得到：

L−1

[
ln
s+ a

s+ b

]
=
e−bt − e−at

t
. (10.42)

10.3.4 与傅里叶变换的联系

拉普拉斯变换与傅里叶变换密切相关，因此有时拉普拉斯变换也被称为傅里叶-拉普拉斯变
换。为了揭示二者之间的联系，我们从函数 f(t) 的傅里叶变换开始：

f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt (10.43)

如果假设 t < 0 时 f(t) = 0 ，则傅里叶变换可简化为：

f̂(ω) =

∫ ∞

0
f(t)e−iωtdt (10.44)

另一方面，令 s = iω，则拉普拉斯变换可写为：

L(f ; s) = L(f ; iω) =
∫ ∞

0
f(t)e−iωtdt (10.45)

比较上式和傅里叶变换的表达式，我们发现：

f̂(ω) = L(f ; iω) (10.46)

由此可见，拉普拉斯变换和傅里叶变换在本质上是相同的变换，只是使用了不同的符号表

示，至少对于 t < 0 时 f(t) = 0 的情况而言，它们是等价的。
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10.4 拉普拉斯变换在求解微分方程中的应用

某些具有适当边界条件或初始条件的微分方程可以通过拉普拉斯变换技巧求解。

例 10.3 求解微分方程：

mẍ+ kx = 0 或 ẍ+ ω2
0x = 0, ω0 =

√
k

m
. (10.47)

解： 对方程两侧取拉普拉斯变换：

L[ẍ](s) + ω2
0L[x](s) = 0. (10.48)

利用导数的拉普拉斯变换公式：

s2L[x](s)− sx(0)− ẋ(0) + ω2
0L[x](s) = 0. (10.49)

令 x0 = x(0)，ẋ0 = ẋ(0)，整理得到：(
s2 + ω2

0

)
L[x](s) = sx0 + ẋ0. (10.50)

解得：

L[x](s) = x0s+ ẋ0
s2 + ω2

0

. (10.51)

利用拉普拉斯变换的反演公式：

L−1

[
s

s2 + ω2
0

]
= cosω0t, L−1

[
ω0

s2 + ω2
0

]
= sinω0t, (10.52)

得到解：

x(t) = x0 cosω0t+
ẋ0
ω0

sinω0t. (10.53)
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10.5 拉普拉斯逆变换

有时候，我们可以通过查表的方法计算拉普拉斯逆变换。例如，L−1(1/(s − a)) = eat。然

而，为了更严格地进行求解，我们首先需要检查拉普拉斯变换是否具有唯一的逆变换。

不幸的是，这在严格意义上并不成立。存在许多不同的函数具有相同的拉普拉斯变换，以

下是可能导致这种情况的几种方式：

1. 如果 f(t) = g(t) 在 t ≥ 0 区间上相等，那么显然有 F (s) = G(s)。由于拉普拉斯变换仅涉

及 t ≥ 0 的部分，因此这些函数在 t < 0 处可能完全不同。

2. 设 f(t) = eat，定义另一个函数

g(t) =

f(t), 当t 6= 1

0, 当t = 1

也就是说，f 和 g 仅在 t = 1 处被人为地赋予了不同的值。由于积分不会注意到单点的变

化，因此 F (s) = G(s) = 1/(s− a)。在这个意义上，无法唯一地定义 L−1(F )。

只要我们认为仅在可忽略集合上的不同函数是相同的，拉普拉斯逆变换就存在。特别地，我

们可以做出以下结论：

定理 10.3 假设 f 和 g 是连续函数，并且对于某个实数 a，它们的拉普拉斯变换满足

F (s) = G(s), 对于所有Re(s) > a.

则有：

f(t) = g(t), t ≥ 0.

这一定理也适用于分段连续函数，但其严格表述需要更多的细节。

例 10.4 函数 f(t) = eat 的拉普拉斯变换为：

F (s) =
1

s− a
(10.54)

证明：

f(t) =
∑

Res
(
F (s)est

)
(10.55)

以及

f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (s)estds (10.56)

其中，求和遍历 est/(s− a) 的所有极点，并且我们仅考虑 t > 0 的情况。这里 c > Re(a)，积分

表示沿着竖直线 x = c的路径积分。

解： 证明方程 (10.55) 非常直接：分母 s− a仅有一个极点 s = a，因此：∑
Res

(
est

s− a
, a

)
= eat (10.57)

229



图 102: 用于计算拉普拉斯逆变换的闭合路径

证明方程 (10.56) 需要更多的推导。首先，我们验证积分的收敛性。设 s = c+ iy，则积分可写为：

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (s)estds =

1

2πi

∫ ∞

−∞

e(c+iy)t

c+ iy − a
idy =

ect

2π

∫ ∞

−∞

eiyt

c+ iy − a
dy (10.58)

该积分的条件收敛性可以利用傅里叶反演公式的类似方法证明。

现在，我们考虑图102的积分路径，令 R→ ∞，并使用以下步骤证明方程 (10.56)：

1. 利用留数定理，如果积分路径包含极点 s = a，则：

1

2πi

∫
C1−C2−C3+C4

est

s− a
ds =

∑
Res

(
est

s− a
, a

)
= eat (10.59)

2. 接下来，我们将证明当 R→ ∞ 时，积分路径 C2, C3, C4 上的积分都趋于 0。

3. 由于当 R→ ∞ 时，C1 上的积分收敛于 (10.56) 的右侧积分，因此我们有：

eat = lim
R→∞

∫
C1−C2−C3+C4

est

s− a
ds =

∫ c+i∞

c−i∞

est

s− a
ds (10.60)

现在，我们验证步骤 2，即积分路径 C2, C3, C4 上的积分都趋于零。

路径 C2 设 C2 的参数方程为 s = γ(u) = u+ iR，其中 −R ≤ u ≤ c，则：∣∣∣∣∫
C2

est

s− a
ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ c

−R

∣∣∣∣∣ e(u+iR)t

u+ iR− a

∣∣∣∣∣ du ≤
∫ c

−R

eut

R
du =

ect − e−Rt

tR
(10.61)

由于 c和 t是固定的，当 R→ ∞ 时，该积分趋于 0。

路径 C4 处理方式与路径 C2 相同，积分同样趋于 0。

路径 C3 设 C3 的参数方程为 s = γ(u) = −R+ iu，其中 −R ≤ u ≤ R，则：∣∣∣∣∫
C3

est

s− a
ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ R

−R

∣∣∣∣∣ e(−R+iu)t

−R+ iu− a

∣∣∣∣∣ du ≤
∫ R

−R

e−Rt

R+ a
du =

e−Rt

R+ a

∫ R

−R
du =

2e−Rt

R+ a
(10.62)
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由于 a和 t > 0 是固定的，当 R→ ∞ 时，该积分趋于 0。

综上所述，所有路径 C2, C3, C4 上的积分均趋于 0，从而证明了公式：

f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

est

s− a
ds (10.63)

定理 10.4 (拉普拉斯逆变换定理 1) 假设函数 f 是连续的，并且具有指数型 a。那么当 c > a时，

有

f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (s)estds (10.64)

该公式适用于 t > 0 的情况。

定理 10.5 (拉普拉斯逆变换定理 2) 假设 F (s) 具有有限个极点，并且衰减速度不慢于 1/s。定义

f(t) =
∑

Res
(
F (s)est, pk

)
, (10.65)

其中求和遍及所有极点 pk，则

L(f(t)) = F (s) (10.66)
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11 偏微分方程

物理学作为最精确的科学，其核心特征在于能够进行定量预测。物理预测依赖于两个因素：

初始信息（数据）和控制物理过程的定律。已知某一时刻和地点的状态（即初始数据、初始条

件、边界条件）后，物理学便能预测未来某一时刻、某一地点的状态。

这种预测能力基于一个直观的信念：物理量依赖于位置和时间等连续参数，因此它们应当

是这些参数的连续函数。因此，只要已知这些函数在某一初始点的值，以及它们如何随位置或

时间变化（由物理定律给出），我们便能够预测它们在相邻点的值。确定了新点的函数值后，我

们可以继续预测其相邻点的值，如此迭代，最终可推知远方任意点的函数值。
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12 微分方程在物理学中的应用

在力学中，例如，若已知质量为 m 的粒子在时刻 t0 处于位置 r0，动量为 p0，并且受力 F

作用，那么可以预测该粒子在稍后时刻 t0 + ∆t 的动量和位置。根据牛顿第二定律 dp/dt = F，

有

∆p ≈ F(r0,p0, t0)∆t (12.1)

从而得到

p(t0 +∆t) = p0 +∆p ≈ p0 + F(r0,p0, t0)∆t (12.2)

同样地，

r(t0 +∆t) ≈ r0 + v0∆t ≈ r0 +
p0

m
∆t (12.3)

当 ∆t越小时，预测的精度就越高。

牛顿第二定律的数学表达式

d

dt

(
m
dr

dt

)
= F(r, dr/dt, t) (12.4)

是一个常微分方程（ordinary differential equation, ODE）的例子，其中未知量 r 是单一自变量

t的函数，并且方程涉及 r 及其导数。

在质点的力学中，由于只有一个自变量 t，所涉及的方程为常微分方程。然而，在物理学的

其他领域，如涉及连续介质或场的研究时，函数不仅依赖于时间，还依赖于空间坐标。在这种

情况下，方程中会出现对坐标变量的偏导数，此类方程被称为偏微分方程（partial differential
equation, PDE）。例如，在静电学中，描述电势场的基本方程是泊松方程（Poisson’s equation）：

∇2Φ(r) = −4πρ(r) (12.5)

其中 Φ 为静电势，ρ为体电荷密度。除此之外，数学物理中常见的偏微分方程还包括：

热传导方程：描述热传导过程；

波动方程：描述各种类型的波的传播；

薛定谔方程：描述非相对论量子力学现象。

事实上，除了质点的力学和电路理论中因变量仅依赖于时间，大多数物理定律都由偏微分方程

描述。尽管偏微分方程的理论十分广泛，我们仅关注在理想物理应用中最常见的偏微分方程，并

介绍适用于这些方程的求解方法——分离变量法，该方法将偏微分方程转化为多个常微分方程

进行求解。

无论是常微分方程还是偏微分方程，要得到唯一确定的物理解，都需要给定解的某些初始

信息。我们称此为边界条件（Boundary Conditions, BCs）。

对于常微分方程，边界条件通常是解在某个初始时间的已知值，因此也称为初始条件（Initial
Conditions）。
对于偏微分方程，边界条件涉及解在某个边界（如空间表面或曲线）上的已知值。
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12.1 分离变量法

在本节中，我们列出本科课程中常见的偏微分方程并介绍它们如何转化为常微分方程。首

先考虑静电学问题中最基本的偏微分方程，即泊松方程：

∇2Φ(r) = −4πρ(r) (12.6)

在真空中，由于电荷密度 ρ(r) = 0，泊松方程化简为拉普拉斯方程：

∇2Φ(r) = 0 (12.7)

许多静电学问题涉及处于恒定电势的导体，这些导体通常位于真空中。在这些导体表面之间的

空间内，电势函数 Φ(r) 满足拉普拉斯方程）。

接下来介绍的是热传导方程，其最简化形式为：

∂T (r, t)

∂t
= k2∇2T (r, t) (12.8)

其中，T 代表温度，k 是表征热量传播介质特性的实常数。

在数学物理中最常见的偏微分方程之一是波动方程：

∇2Ψ(r, t)− 1

c2
∂2Ψ(r, t)

∂t2
= 0 (12.9)

此方程（或其在低维情况下的简化形式）适用于：弦的振动；气体、固体和液体中的声波传播；

电磁波的传播。

描述非相对论量子现象的薛定谔方程为：

− ℏ2

2m
∇2Ψ(r, t) + V (r)Ψ = iℏ

∂Ψ(r, t)

∂t
(12.10)

其中：

m是亚原子粒子的质量，例如电子质量，

ℏ 是约化普朗克常数（普朗克常数 h除以 2π），

V (r) 是粒子的势能，假设与时间无关，

|Ψ(r, t)|2 是粒子在时刻 t处于 r 位置的概率密度。

上述方程均含有关于时间的偏导数。为求解这些偏微分方程，第一步通常是分离变量。我

们用通用符号 Ψ(r, t) 表示所有四个方程中的未知函数，以便在后续推导中统一处理。

分离变量法的基本思想是将 r 和 t的依赖性分离成两个因子：

Ψ(r, t) := R(r)T (t) (12.11)

这种分离使得空间微分和时间微分的操作能够独立进行。以薛定谔方程为例，其他方程的处理

方式类似。将 Ψ 代入薛定谔方程，我们得到：

− ℏ2

2m
∇2(RT ) + V (r)(RT ) = iℏ

∂

∂t
(RT ) (12.12)
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整理后可得：

−T ℏ2

2m
∇2R+ V (r)(RT ) = iRℏ

dT

dt
(12.13)

其中，由于 T 仅为时间的函数，我们将其偏导数替换为普通导数。接下来，将两边同时除以RT，

得到：

− 1

R

ℏ2

2m
∇2R+ V (r) = i

1

T
ℏ
dT

dt
. (12.14)

注意 分离变量的假设并非总是成立，例如，方程包含非线性项（如 Navier-Stokes 方程），方程

的系数依赖于多个变量（如非均匀热方程）等。在这些情况下，分离变量法通常不适用，需要采

用其他方法。

在分离变量过程中，最关键的一步是认识到上式的左侧仅依赖于空间变量 r，而右侧仅依赖

于时间 t。由于 r 和 t是独立变量，方程能够成立的唯一方式是两边都等于某个常数 α，即：

− 1

R

ℏ2

2m
∇2R+ V (r) = α⇒ − ℏ2

2m
∇2R+ V (r)R = αR (12.15)

以及

iℏ
1

T

dT

dt
= α⇒ dT

dt
= − iα

ℏ
T (12.16)

我们成功地将原本的时间相关薛定谔方程（一个偏微分方程）分解为：

一个仅含时间的常微分方程；

一个仅含空间坐标的偏微分方程。

大多数数学物理问题都具有类似的性质，即可以归结为：

∇2R+ f(r)R = 0 (12.17)

其中，α 被吸收到函数 f(r) 中以简化记号。上述讨论可以总结如下：

数学物理中的时间相关偏微分方程可以分解为一个关于时间的常微分方程以及一个形如

(12.17) 的偏微分方程。对于含有时间二阶导数的方程（例如波动方程），(12.16) 将是一个二
阶常微分方程。

除了泊松方程之外，上述方程右侧项均为零。我们将仅考虑齐次情况16：

∇2Ψ(r) + f(r)Ψ(r) = 0 (12.18)

16最有效的求解非齐次偏微分方程的方法是使用格林函数方法（Green’s functions method）。

235



12.2 笛卡尔坐标系中的分量变量法

在直角坐标系中，方程 (12.18) 变为：

∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2
+ f(x, y, z)Ψ = 0 (12.19)

类似于时间变量的分离，我们假设 Ψ 可以分解为各坐标变量的乘积形式：

Ψ(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z) (12.20)

代入上述偏微分方程后，得到：

Y Z
d2X

dx2
+XZ

d2Y

dy2
+XY

d2Z

dz2
+ f(x, y, z)XY Z = 0 (12.21)

两边同除以 XY Z，可得：

1

X

d2X

dx2
+

1

Y

d2Y

dy2
+

1

Z

d2Z

dz2
+ f(x, y, z) = 0 (12.22)

注意 此方程尚未完全分离，前三项分别仅依赖于 x, y, z，但最后一项 f(x, y, z) 通常混合了坐

标变量。要实现完全分离，f(x, y, z) 也必须能够写成各坐标变量的独立函数之和，即：

1

X

d2X

dx2
+

1

Y

d2Y

dy2
+

1

Z

d2Z

dz2
+ f1(x) + f2(y) + f3(z) = 0 (12.23)

这可进一步重写为：[
1

X

d2X

dx2
+ f1(x)

]
+

[
1

Y

d2Y

dy2
+ f2(y)

]
+

[
1

Z

d2Z

dz2
+ f3(z)

]
= 0 (12.24)

其中，第一项仅依赖于 x，第二项仅依赖于 y，第三项仅依赖于 z。由于它们的和是一个与所有

变量无关的常数（即零），因此每一项都必须是一个常数。设对应的常数分别为 −αi，可得：

1

X

d2X

dx2
+ f1(x) = −α1,

1

Y

d2Y

dy2
+ f2(y) = −α2,

1

Z

d2Z

dz2
+ f3(z) = −α3 (12.25)

可重新整理为：
d2X

dx2
+ [f1(x) + α1]X = 0,

d2Y

dy2
+ [f2(y) + α2]Y = 0,

d2Z

dz2
+ [f3(z) + α3]Z = 0,

α1 + α2 + α3 = 0

(12.26)

特殊情况：f(x, y, z)为常数 如果 f(x, y, z) 是某个常数 C，则方程 (12.22) 的前三项可以分别取

−α1,−α2,−α3，从而得到：

d2X

dx2
+ α1X = 0,

d2Y

dy2
+ α2Y = 0,

d2Z

dz2
+ α3Z = 0, α1 + α2 + α3 = C (12.27)

这些方程组成了直角坐标系下由方程 (12.18) 分离变量所得到的一般常微分方程组。
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例 12.1 考虑方程 (12.26) 或 (12.27) 适用的几种情况。

解： (a)静电学中的拉普拉斯方程

在静电学中，拉普拉斯方程对应于 f(r) = 0，此时分离变量得到的常微分方程组为：

d2X

dx2
+ α1X = 0,

d2Y

dy2
+ α2Y = 0,

d2Z

dz2
− (α1 + α2)Z = 0 (12.28)

这些方程的解为三角函数或双曲（指数）函数，具体形式由边界条件（如导体表面）决定。值

得注意的是，这三个坐标的处理方式是不对称的——前两个常数项前的符号为正，第三个为负。

然而，边界条件将决定这些常数的具体值，使其适应物理情境。

(b)量子力学中的自由粒子薛定谔方程

在量子力学中，三维自由粒子的时间无关薛定谔方程为：

∇2Ψ+
2mE

ℏ2
Ψ = 0 (12.29)

分离变量后，得到的常微分方程组与方程 (12.27) 形式相同，其中

α1 + α2 + α3 =
2mE

ℏ2
(12.30)

类似地，在时间分离变量后，热方程和波动方程也会得到类似于 (12.27) 的方程组。

(c)量子力学中的三维各向同性谐振子

在量子力学中，三维各向同性谐振子的时间无关薛定谔方程为：

∇2Ψ−
(
m2ω2

ℏ2
r2 − 2mE

ℏ2

)
Ψ = 0 (12.31)

因此，

f(r) = −m
2ω2

ℏ2
r2 +

2mE

ℏ2
= −m

2ω2

ℏ2
(
x2 + y2 + z2

)
+

2mE

ℏ2
(12.32)

代入方程 (12.26)，得到：
d2X

dx2
− m2ω2

ℏ2
x2X + α1X = 0,

d2Y

dy2
− m2ω2

ℏ2
y2Y + α2Y = 0,

d2Z

dz2
− m2ω2

ℏ2
z2Z + α3Z = 0,

(12.33)

其中 α1 + α2 + α3 = 2mE/ℏ2。
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12.3 柱坐标系中的分量变量法

方程 (12.18) 在柱坐标系中的形式为：

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂Ψ

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2Ψ

∂φ2
+
∂2Ψ

∂z2
+ f(ρ, φ, z)Ψ = 0 (12.34)

为了分离变量，我们设 Ψ(ρ, φ, z) = R(ρ)S(φ)Z(z)，将其代入方程，并两边同时除以 RSZ，

得到
1

R

1

ρ

d

dρ

(
ρ
dR

dρ

)
+

1

S

1

ρ2
d2S

dφ2
+

1

Z

d2Z

dz2
+ f(ρ, φ, z) = 0 (12.35)

我们仅考虑 f(ρ, φ, z) 为常数 λ的特殊（但重要）情况，此时方程变为[
1

R

1

ρ

d

dρ

(
ρ
dR

dρ

)]
+

1

ρ2

[
1

S

d2S

dφ2

]
︸ ︷︷ ︸

仅依赖于ρ和φ

+

[
1

Z

d2Z

dz2

]
︸ ︷︷ ︸
仅依赖于z

+λ = 0 (12.36)

由于前三项的和独立于 z，因此第三项也必须独立于 ρ和 φ，从而得到

1

Z

d2Z

dz2
= λ1 (12.37)

进而得到 [
1

R

1

ρ

d

dρ

(
ρ
dR

dρ

)]
+

1

ρ2

(
1

S

d2S

dφ2

)
+ λ1 + λ = 0 (12.38)

将该方程两侧同时乘以 ρ2，得到[
ρ

R

d

dρ

(
ρ
dR

dρ

)
+ (λ1 + λ) ρ2

]
︸ ︷︷ ︸

仅依赖于ρ

+

(
1

S

d2S

dφ2

)
︸ ︷︷ ︸
仅依赖于φ

= 0 (12.39)

由于第一项仅依赖于 ρ，第二项仅依赖于 φ，两者之和必须为常数，其值设为 µ，从而得到

1

S

d2S

dφ2
= µ,

ρ

R

d

dρ

(
ρ
dR

dρ

)
+ (λ1 + λ) ρ2 + µ = 0 (12.40)

综上所述，当方程 (12.18) 在柱坐标系下可分离变量，且 f(r) = λ时，它将分解为以下三个

常微分方程：
d2Z

dz2
− λ1Z = 0,

d2S

dφ2
− µS = 0,

d

dρ

(
ρ
dR

dρ

)
+

{
(λ1 + λ) ρ+

(
µ

ρ

)}
R = 0

(12.41)

其中，在重写方程 (12.40) 的第二个方程时，我们同时乘以 R并除以 ρ。方程 (12.41) 的最后一个

方程被称为贝塞尔方程，该方程在静电学、热传导问题中的柱坐标系情境下，以及涉及二维波

动传播（如鼓面振动）的问题中都会出现。
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12.4 球坐标系中的分量变量法

数学物理中最常使用的坐标系无疑是球坐标系。这是因为自然界中的力、势能以及大多数

几何形状通常具有球对称性。球对称性的一个重要结果是，函数 f(r) 仅依赖于 r，而与角度无

关。我们将在本小节中假设这一性质成立。

在球坐标系中，方程 (12.18) 变为：

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂Ψ

∂r

)
+

1

r2 sin θ

{
∂

∂θ

(
sin θ

∂Ψ

∂θ

)
+

1

sin θ

∂2Ψ

∂φ2

}
+ f(r)Ψ = 0 (12.42)

为了分离变量，我们设 Ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ)。将其代入方程 (12.42) 并利用偏导数仅作用

于各自的变量，得到

ΘΦ
1

r2
d

dr

(
r2
dR

dr

)
+
R

r2

[
Φ

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+

Θ

sin2 θ

d2Φ

dφ2

]
+ f(r)RΘΦ = 0 (12.43)

将该方程两边同时除以 RΘΦ 并乘以 r2，得到

1

R

d

dr

(
r2
dR

dr

)
+ r2f(r)︸ ︷︷ ︸

仅依赖于r

+

[
1

Θ sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+

1

Φ sin2 θ

d2Φ

dφ2

]
︸ ︷︷ ︸

仅依赖于θ 和φ

= 0 (12.44)

由于这两个项分别仅依赖于不同的变量，因此它们各自必须是常数，并且这两个常数的和必须

为零。因此，我们得到

1

R

d

dr

(
r2
dR

dr

)
+ r2f(r) = α,

1

Θ sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+

1

Φ sin2 θ

d2Φ

dφ2
= −α

(12.45)

第二个方程可以进一步分离。我们将 α 加到等式两边，并将其乘以 sin2 θ，得到

sin θ

Θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+ α sin2 θ︸ ︷︷ ︸

仅依赖于θ

+
1

Φ

d2Φ

dφ2︸ ︷︷ ︸
=−β

= 0 (12.46)

这样，我们得到了三个常微分方程，它们可以写成如下形式：

1

r2
d

dr

(
r2
dR

dr

)
+
[
f(r)− α

r2

]
R = 0,

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+

(
α− β

sin2 θ

)
Θ = 0, (12.47)

d2Φ

dφ2
+ βΦ = 0

第一个方程称为径向方程；第二个方程称为极角方程；第三个方程称为方位角方程。径向方程

可以通过变量替换 R = u/r 进一步简化，这样得到

d2u

dr2
+
[
f(r)− α

r2

]
u = 0 (12.48)

本章的任务是将数学物理中最常见的偏微分方程分离变量并转化为常微分方程；我们已经

在三种常见的坐标系中完成了这一目标。对于这些常微分方程的详细研究，我们将在本书后续

章节中进行，同时介绍十九世纪数学家在分离变量方法的应用过程中所发现的特征函数（特殊

函数）。
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13 一阶微分方程

在上一章中，我们看到所讨论的所有偏微分方程都导致了二阶常微分方程，即涉及二阶导

数的微分方程。因此，研究一阶微分方程（first-order differential equations, FODEs）似乎并不重

要。然而，有时二阶微分方程可以通过适当的变换表示为仅涉及一阶导数的方程。例如，考虑

牛顿第二定律在直线上（例如自由落体）的形式：

m
d2x

dt2
= F (13.1)

如果我们将其改写为速度的形式，则得到：

m
dv

dt
= F (13.2)

当 F 仅是速度 v 的函数（例如考虑空气阻力的自由落体问题）时，这实际上是一个一阶微分方

程。

一阶微分方程不仅出现在力学中，也广泛应用于物理学的其他领域。因此，研究它们是非

常有必要的。
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13.1 一阶微分方程的标准形式

最一般的一阶微分方程可以表示为：

G
(
x, y, y′

)
= 0 (13.3)

其中，G是 x, y, y′ 的某个函数。如果G (x1, x2, x3) 具有适当的数学性质，我们可以将 y′ 解析地

表达为 x和 y 的函数，即：

y′ =
dy

dx
= F (x, y) (13.4)

这样的方程被称为一阶微分方程标准（normal）形式。

例 13.1 一阶微分方程的三个特殊情形

解： 对于标准形式的一阶微分方程：

y′ = F (x, y) (13.5)

有三种特殊情形能够直接求解：

若 F (x, y)仅依赖于 x：此时方程化为 y′ = g(x)，可直接积分得到通解：

y = f(x) = C +

∫ x

a
g(t)dt (13.6)

其中 C = f(a) 为积分常数。

若 F (x, y)仅依赖于 y：即 dy
dx = h(y)，方程可以表示为：

dy

h(y)
= dx (13.7)

对两边积分，得： ∫ y

C

dt

h(t)︸ ︷︷ ︸
:=H(y)

−x+ a = 0 (13.8)

即：

H(y) = x− a (13.9)

此方程可解得 y 关于 x 的表达式，即 y = f(x)，从而得到方程的解。注意到初始条件

y|x=a = f(a) = C。

若 F (x, y)可分离变量：即 F (x, y) = g(x)h(y)，方程变为：

dy

h(y)
= g(x)dx (13.10)

对两边积分，得到： ∫ y

C

dt

h(t)
=

∫ x

a
g(t)dt (13.11)

这是方程的隐式解，可进一步求解 y 作为 x的显式表达式。
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若一个微分方程的解可以通过求解一个涉及已知函数积分的代数方程获得，则认为该微分

方程已被求解。因此，尽管在实际计算中可能无法直接求解方程 (13.11) 的积分，我们仍然认为

该微分方程已经求解完毕，因为理论上 (13.11) 已经给出了 y 作为 x的（隐式）函数的关系。

正如例 13.1 所示，一阶微分方程的解通常以隐式形式给出，即作为两个变量的方程 u(x, y) =

0，其中 y 的显式表达式可通过解该方程获得。此外，u(x, y) 中包含了一个由初始条件确定的任

意常数。这个隐式方程 u(x, y) = 0 描绘了一条位于 xy 平面上的曲线，而其中的任意常数决定

了具体曲线的形态。由于不同的常数对应不同的曲线，因此我们可以将其分离出来，写成：

u(x, y) = C (13.12)

定义 13.1 (一阶常微分方程的积分) 一个标准的一阶常微分方程(13.4)的积分是一个二元函数

u(x, y)，使得当 y = f(x) 为该微分方程的解时，对于所有可能的 x，都有：

u(x, f(x)) = C, (13.13)

其中 C 是一个常数。

在物理学中，一阶微分方程的积分常常出现。当变量 x 被时间变量 t 取代时，微分方程描

述物理系统的运动，而解 y = f(t) 可以隐式地表示为：

u(t, y) = C. (13.14)

这个方程描述了一条位于 ty 平面上的曲线，其中 u(t, y) 的值对于所有 t保持不变。因此，u(t, y)

作为一阶微分方程的积分，也被称为运动常数（constant of motion）。

例 13.2 考虑一个质点在仅依赖于位置的力作用下运动。用 x表示质点的位置，用 v表示其速度，

根据牛顿第二定律：

m
dv

dt
= F (x). (13.15)

使用链式法则，将加速度重新表达为：

dv

dt
=
dv

dx
· dx
dt

= v
dv

dx
, (13.16)

代入牛顿第二定律，我们得到：

mv
dv

dx
= F (x) ⇒ mvdv = F (x)dx. (13.17)

该方程可以直接积分：
1

2
mv2 =

∫
F (x)dx+ C ≡ −V (x) + C. (13.18)

这里，我们引入了势能函数：

V (x) = −
∫
F (x)dx. (13.19)

于是，我们可以将上式改写为：
1

2
mv2 + V (x) = C. (13.20)
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这表明方程的积分 u(x, v) 具有如下形式：

u(x, v) =
1

2
mv2 + V (x), (13.21)

这正是质点在势能 V (x) 下的一维运动的总能量表达式。

如果 v 是原方程的解，则 u(x, v) 是常数：

u(x, v) = 常数. (13.22)

由于该方程描述了质点的运动过程，因此它表明：在质点的运动过程中，机械能守恒。
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13.2 积分因子

设 D 为 xy-平面上的一个区域，并且 M(x, y) 和 N(x, y) 是定义在 D 上的连续函数。如果

对于 D 中任意两点 P1 和 P2，线积分∫ P2

P1

[M(x, y)dx+N(x, y)dy] (13.23)

与连接这两点的路径无关，则微分形式Mdx+Ndy 是恰当的（exact）。这个条件等价于：该积

分在 D 中任意闭合回路上的环路积分为零。

一个微分形式是恰当的充要条件是，向量 A = 〈M,N, 0〉 的旋度为零，即

∇×A = 0. (13.24)

在这种情况下，向量 A 是保守场，并且存在一个（势）函数 v，使得 A = ∇v，即

∇v =

〈
∂v

∂x
,
∂v

∂y
, 0

〉
. (13.25)

因此，

dv =
∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy =Mdx+Ndy. (13.26)

即Mdx+Ndy 是恰当的，当且仅当存在一个函数 v(x, y) 满足 (13.26) 使得

M =
∂v

∂x
, N =

∂v

∂y
. (13.27)

现在，考虑所有满足 v(x, y) = C（其中 C 为常数）的 y 值。由于 dC = 0，我们有：

0 = dv =Mdx+Ndy. (13.28)

这意味着 v(x, y) = C 是微分方程的一个隐式解。因此，我们得到以下定理：

定理 13.1 如果微分形式 M(x, y)dx + N(x, y)dy 在 xy-平面的某一区域 D 内是恰当的，即存在

某个函数 v(x, y) 使得

dv =Mdx+Ndy, (13.29)

则 v(x, y) 是微分方程

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (13.30)

的一个积分，且其解满足：

v(x, y) = C. (13.31)

我们已经看到，对于一个恰当微分，有M = ∂v
∂x 和 N = ∂v

∂y。这必然导致

∂M

∂y
=
∂N

∂x
. (13.32)

那么，这个关系是否也是一个充分条件？考虑如下定义的函数：

v(x, y) :=

∫ x

a
M(t, y)dt+

∫ y

b
N(a, t)dt. (13.33)
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注意到：

dv =
∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy (13.34)

=
∂

∂x

[∫ x

a
M(t, y)dt

]
dx+


∫ x

a

∂M

∂y
(t, y)︸ ︷︷ ︸

∂N/∂t

dt+
∂

∂y

∫ y

b
N(a, t)dt

 dy (13.35)

=M(x, y)dx+
[
N(t, y)|t=xt=a +N(a, y)

]︸ ︷︷ ︸
=N(x,y)

dy. (13.36)

因此，v(x, y) 满足 dv =Mdx+Ndy，由此我们得出以下定理：

定理 13.2 微分形式Mdx+Ndy 是恰当的当且仅当

∂M

∂y
=
∂N

∂x
, (13.37)

在这种情况下，函数

v(x, y) :=

∫ x

a
M(t, y)dt+

∫ y

b
N(a, t)dt (13.38)

满足 dv =Mdx+Ndy。

并非所有的一阶微分方程都是恰当的。然而，许多非恰当微分方程可以通过乘以一个合适

的函数变为恰当微分方程。如果这样的函数存在，则称之为积分因子（integrating factor）。因此，

如果微分形式M(x, y)dx+N(x, y)dy 不是恰当的，但满足

µ(x, y)M(x, y)dx+ µ(x, y)N(x, y)dy = dv, (13.39)

那么，µ(x, y) 就是微分方程

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (13.40)

的积分因子。该微分方程的解可以表示为 v(x, y) = C。

注意 积分因子通常不是唯一的，下面的例子将对此进行说明。

例 13.3 考虑微分形式 xdy− ydx，它不是恰当的。我们尝试找到一个函数 µ(x, y) 使得存在某个

v(x, y) 使其满足：

dv = µxdy − µydx. (13.41)

假设 v 在 xy 平面上的定义域 D 可收缩为一点，则该方程成立的充要条件为：

∂

∂x
(µx) =

∂

∂y
(−µy) ⇒ x

∂µ

∂x
+ y

∂µ

∂y
+ 2µ = 0. (13.42)

(a) µ仅为 x的函数

假设 µ仅依赖于 x，则方程化为：

x
dµ

dx
= −2µ. (13.43)
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其解为：

µ =
C

x2
, x 6= 0. (13.44)

从而：

dv = C

(
1

x
dy − y

x2
dx

)
= Cd

(y
x

)
. (13.45)

经过积分，得到：

v =
Cy

x
= 常数. (13.46)

若已知 x = 1 时 y = m，则
Cm

1
= 常数 ⇒ 常数 = Cm. (13.47)

最终解为：
Cy

x
= Cm⇒ y = mx. (13.48)

(b) µ仅为 y的函数

若 µ仅依赖于 y，则其积分因子为：

µ =
C

y2
, y 6= 0. (13.49)

由此，积分因子导出：

v = C
x

y
. (13.50)

得到微分方程的积分：

C
x

y
= 常数. (13.51)

若满足初始条件 y|x=1 = m，则有：
C

m
= 常数. (13.52)

最终解为：

y = mx. (13.53)

(c)更一般的积分因子

读者可以验证：

µ =
C

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0) (13.54)

也是一个积分因子，从而可以得到积分：

v = tan−1
(y
x

)
= 常数. (13.55)

由此可得：
y

x
= tan(常数) := C ′. (13.56)

若满足初始条件 y(1) = m，则 C ′ = m，最终解仍然是：

y = mx. (13.57)
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上述例子体现了一个普遍事实：如果一个微分形式存在一个积分因子，那么它实际上存在

无穷多个积分因子。

证明： 假设 ν(x, y) 是Mdx+Ndy 的一个积分因子，即 νMdx+ νNdy 是一个恰当微分，例

如 du。对于任意可微函数 F (u)，定义：

µ(x, y) := ν(x, y)F ′(u). (13.58)

那么 µ(x, y) 也是Mdx+Ndy 的一个积分因子。实际上，

µ(Mdx+Ndy) = νF ′(Mdx+Ndy) =
dF

du
(νMdx+ νNdy)︸ ︷︷ ︸

=du

= dF. (13.59)

因此，选择不同的函数 F (u)，就能得到不同的积分因子，这说明积分因子不唯一，而是存在无

穷多个可能的选择。
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13.3 一阶线性微分方程

一个线性微分方程是由各项之和构成的，其中每一项都是未知函数的某个导数与自变量的

某个函数的乘积。微分方程中最高阶导数的阶数称为该方程的阶数（order）。最一般的一阶线

性微分方程形式为：

p1(x)y
′ + p0(x)y = q(x) ⇔ p1dy + (p0y − q) dx = 0. (13.60)

如果这个方程有解，那么根据上一小节的结论，它至少必须有一个积分因子。设 µ(x, y) 为其积

分因子，则存在某个函数 v(x, y) 使得：

dv = µ (p0y − q) dx+ µp1dy = 0. (13.61)

该等式成立的充要条件是：
∂

∂y
[µ (p0y − q)] =

∂

∂x
(µp1) . (13.62)

为了简化问题，我们假设 µ仅为 x的函数（我们只寻找某个积分因子，而非最一般的积分因子）。

此时，上式化为：

µp0 =
d

dx
(µp1) = p1

dµ

dx
+ µ

dp1
dx

, (13.63)

或

p1
dµ

dx
= µ

(
p0 −

dp1
dx

)
⇒ dµ

µ
=
p0
p1
dx− dp1

p1
. (13.64)

对两边积分可得：

lnµ =

∫
p0
p1
dx− ln p1 + lnC ⇒ ln

(µp1
C

)
=

∫
p0
p1
dx. (13.65)

从而得出：
µp1
C

= e
∫
p0dx/p1 ⇒ µ =

Ce
∫
p0dx/p1

p1
. (13.66)

忽略不重要的积分常数，我们得到了积分因子：

µ(x) =
1

p1(x)
exp

[∫
p0(x)

p1(x)
dx

]
. (13.67)

将原方程两边乘以 µ，得到：

µp1y
′ + µp0y = µq. (13.68)

利用恒等式 µp1y
′ ≡ (µp1y)

′ − (µp1)
′ y 以及 (µp1)

′ = µp0，上式可化为：

d

dx
(µp1y) = µq ⇒ µp1y =

∫
µ(x)q(x)dx+ C. (13.69)

因此可以得到如下定理。

定理 13.3 任意一阶线性微分方程

p1(x)y
′ + p0(x)y = q(x), (13.70)
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其中 p0(x), p1(x), q(x) 在某个区间 (a, b) 内连续，具有通解：

y = f(x) =
1

µ(x)p1(x)

[
C +

∫
µ(x)q(x)dx

]
, (13.71)

其中 C 为任意常数，且

µ(x) =
1

p1(x)
exp

[∫
p0(x)

p1(x)
dx

]
. (13.72)

例 13.4 求解在空气阻力与速度的平方成正比时，自由落体运动的速度。

解： 考虑空气阻力与速度平方成正比的情形，牛顿第二定律可表示为：

m
dv

dt
= mg − bv2 ⇒ dv

dt
= g − γv2, γ :=

b

m
. (13.73)

该方程可改写为：
dv

g − γv2
= dt⇒ dv

A2 − v2
= γdt, A2 :=

g

γ
. (13.74)

将分母拆分：
1

A2 − v2
=

1

2A

[
1

v +A
− 1

v −A

]
. (13.75)

两边乘以 2A并积分：

ln |v +A| − ln |v −A| = 2Aγt+ lnC. (13.76)

将积分常数记作 lnC，重写为： ∣∣∣∣v +A

v −A

∣∣∣∣ = Ce2Aγt. (13.77)

设初始时刻 t = 0 时，速度为 v0，则： ∣∣∣∣v0 +A

v0 −A

∣∣∣∣ = C. (13.78)

从而： ∣∣∣∣v +A

v −A

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣v0 +A

v0 −A

∣∣∣∣ e2Aγt. (13.79)

由于 A > 0 且取向下为正方向使得 v > 0，我们可写成：

v +A

|v −A|
=

v0 +A

|v0 −A|
e2Aγt. (13.80)

进一步讨论不同初始速度的情况：

若 v0 > A，可直接去掉绝对值。

若 v0 < A，则 v < A，也可去掉绝对值。

因此：
v +A

v −A
=
v0 +A

v0 −A
e2Aγt. (13.81)

解得：

v = A
(v0 +A) e2Aγt + v0 −A

(v0 +A) e2Aγt − (v0 −A)
.

= A
v0
(
e2Aγt + 1

)
+A

(
e2Aγt − 1

)
v0 (e2Aγt − 1) +A (e2Aγt + 1)

.

= A
v0 cosh(Aγt) +A sinh(Aγt)

v0 sinh(Aγt) +A cosh(Aγt)
.

(13.82)
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注意

当 t = 0，有 v = v0，符合初始条件。

当 t→ ∞，速度收敛至 A =
√
g/γ，即终端速度。

终端速度是重力与空气阻力相等时的速度，此时加速度为零。因此，终端速度可直接由牛

顿第二定律求出，而不必解微分方程。

图 103: 阻力与速度的平方成正比时（粗线），终端速度达到的时间远短于阻力与速度成正比的

情况（细线），且终端速度更小。

图 103 显示了两种空气阻力情况下速度随时间的变化。由于 v2 阻力随速度增长更快，其终

端速度达到得更快，并且终端速度也更小。因此，在降落伞设计中，利用较大的表面积以增强

v2 阻力，从而有效降低终端速度。

例 13.5 我们考虑两个具有可解形式的一阶非线性微分方程的例子。

(a)伯努利一阶非线性微分方程 伯努利（Bernoulli）方程的标准形式为：

y′ + p(x)y + q(x)yn = 0, 其中 n 6= 1. (13.83)

我们设 y = ur，并适当选择 r 以化简方程。将其代入后得到：

u′ +
p(x)

r
u+

q(x)

r
unr−r+1 = 0. (13.84)

如果我们希望使最后一项中的幂次为 1，则需要 r = 0，这显然是不合理的。但如果我们选择幂

次为 0，即：

nr − r + 1 = 0 ⇒ r =
1

1− n
, (13.85)

则微分方程可化为一阶线性微分方程：

u′ + (1− n)p(x)u+ (1− n)q(x) = 0. (13.86)

该方程为一阶线性微分方程，其通解可以通过标准积分法求解。
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(b)齐次一阶微分方程 齐次型的一阶微分方程可写为17 ：

dy

dx
= w

(y
x

)
, (13.87)

其中 w 是某个已知齐次函数18。我们引入替换 u = y
x，从而有：

y = ux ⇒ dy

dx
= u+ x

du

dx
. (13.88)

将其代入原方程得：

u+ x
du

dx
= w(u) ⇒ du

dx
=
w(u)− u

x
. (13.89)

该式可分离变量，得到：
du

w(u)− u
=
dx

x
. (13.90)

两边积分得到通解：

lnx =

∫ u

c

dt

w(t)− t
或 x = exp

(∫ y/x

c

dt

w(t)− t

)
, (13.91)

其中 c为由初始条件确定的常数。

17术语“homogeneous（齐次）”也可用于描述形如 Ly = 0 的线性齐次微分方程，其中 L 是一个线性微分算符。例如：

d2y

dx2
+

dy

dx
+ y = 0

就是一个线性齐次二阶微分方程。需要注意的是，这种“齐次”与“齐次型一阶方程”（如 dy
dx

= w(y/x)）中的“齐次”是

不同的概念，切勿混淆。
18在这里，“齐次”是指函数 f(x, y) 满足对于任意常数 k，有

f(kx, ky) = f(x, y)

即同时缩放 x 和 y 时函数值不变。
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14 二阶线性微分方程

在物理学中，大多数问题在忽略所谓的非线性项后，会化简为二阶线性微分方程。因此，对

二阶线性微分方程的性质和求解方法进行系统研究是必要的。本节研究它们的一般性质，而具

体的求解方法将在下一节及后续章节讨论。

最一般的二阶线性微分方程形式为：

p2(x)
d2y

dx2
+ p1(x)

dy

dx
+ p0(x)y = p3(x). (14.1)

将方程两侧同时除以 p2(x)，并定义：

p(x) =
p1(x)

p2(x)
, q(x) =

p0(x)

p2(x)
, r(x) =

p3(x)

p2(x)
, (14.2)

可以将方程化为标准形式：
d2y

dx2
+ p(x)

dy

dx
+ q(x)y = r(x). (14.3)

如果 p2(x) 6= 0，则方程 (14.3) 与方程 (14.1) 是等价的。若 p2(x) 在某些点上为零，则这些点称

为该微分方程的奇点。

注意 线性微分方程的奇点与非线性微分方程的奇点有本质区别。例如，考虑一个非线性方程：

(x2 − y)y′ = x2 + y2. (14.4)

在该方程中，曲线 y = x2 处的点都是奇点。这意味着在 x 轴的区间 I = [a, b] 上无法构造一个

定义良好的解 y = f(x)，因为在 a < x < b 内存在使方程无定义的 y = x2。另一方面，线性微

分方程不具有此类问题，因为其导数的系数仅依赖于 x。因此，所有的奇点都位于垂直于 x轴的

直线上，这使得可以在 x轴上找到使方程性质良好的区间。19

14.1 线性性、叠加原理与解的唯一性

一阶线性微分方程只有一个解，见(13.71)，而二阶线性微分方程可能有（事实上确实有）不

止一个解。因此，理解一个二阶线性微分方程解的数量及它们之间的关系是非常重要的。

我们将方程 (14.1) 表示为：

L[y] = p3(x), 其中 L := p2(x)
d2

dx2
+ p1(x)

d

dx
+ p0(x) (14.5)

L 是一个线性算符，意思是对于任意常数 α 与 β，以及任意函数 y1(x), y2(x)，有

L[αy1 + βy2] = αL[y1] + βL[y2]

19打个比方，可以想象线性方程的奇点是“固定障碍”，比如路上的几块石头，而非线性方程的奇点则像是整条河流或墙，

把你“逼着”在解的过程中绕行，甚至无法穿越——这种限制不只是局部的，而是结构性的。
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设 y1(x) 与 y2(x) 是方程 (14.5) 的两个解，则其差 y1(x)− y2(x) 是对应齐次方程（即 p3(x) = 0）

的解。

叠加原理：若 y1(x) 与 y2(x) 是齐次（homogeneous）二阶线性微分方程的两个解，则对于

任意常数 α, β，函数

y(x) = αy1(x) + βy2(x)

也是该齐次方程的解。

基于物理直觉，如果我们已知一个系统所满足的微分方程，并且掌握了系统的初始条件，那

么我们就应当能够预测该系统的演化行为。进一步而言，物理经验还告诉我们：若初始条件发

生无穷小的改变，则系统的解也应发生无穷小的变化。因此，线性微分方程的解通常被认为是

关于初始条件的连续函数。然而，非线性微分方程的情况则截然不同：对于两个极为接近的初

始条件，其对应的解可能在后续时间演化中呈现出截然不同的行为。这种现象导致了解的不稳

定性，即使初始条件微小不可控的扰动也会产生巨大的差异。由于在实际物理问题中，我们不

可能以数学上严格的精度指定初始条件，非线性微分方程往往具有不可预测性，甚至表现为混

沌现象（chaos）。

定理 14.1 在区间 [a, b] 上，若函数 g(x) 满足齐次二阶线性微分方程

g′′(x) + p(x)g′(x) + q(x)g(x) = 0, (14.6)

并且满足初始条件

g(a) = 0, g′(a) = 0,

则 g(x) ≡ 0 是唯一解，即 g(x) 为平凡解。

定理 14.2 (唯一性定理) 若函数 p(x), q(x) 在区间 [a, b] 上连续，则对于二阶线性微分方程 (14.3)
任意一组初始条件至多存在一个解。

证明： 设 f1(x) 与 f2(x) 是方程 (14.3) 在区间 [a, b] 上的两个解，且满足相同的初始条件：

f1(a) = f2(a) = c, f ′1(a) = f ′2(a) = c′, (14.7)

其中 c 与 c′ 为给定常数。定义差函数 g(x) := f1(x) − f2(x)，则 g(x) 满足如下齐次线性微分方

程：

g′′ + p(x)g′ + q(x)g = 0, (14.8)

即对应非齐次项为 r(x) = 0。同时由初始条件有：

g(a) = f1(a)− f2(a) = 0, g′(a) = f ′1(a)− f ′2(a) = 0. (14.9)

由定理 14.1，因此有：

g(x) ≡ 0 ⇒ f1(x) = f2(x). (14.10)

证毕。
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定理 14.3 设 f1(x) 与 f2(x) 是齐次二阶线性微分方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (14.11)

的两个解，其中 p(x)与 q(x)是定义在区间 [a, b]上的连续函数。若向量 (f1(a), f
′
1(a))与 (f2(a), f

′
2(a))

线性无关，则该齐次方程在 [a, b] 上的任一解 g(x) 都可表示为如下形式的线性组合：

g(x) = c1f1(x) + c2f2(x) (14.12)

其中 c1 与 c2 为常数。函数 f1(x)与 f2(x)被称为该齐次微分方程的一组解基（basis of solutions）。

证明： 定义向量

v1 :=
(
f1(a), f

′
1(a)

)
, v2 :=

(
f2(a), f

′
2(a)

)
,

设 g(x) 是 (14.11) 的任意解。由于 v1 与 v2 线性无关，向量 (g(a), g′(a)) 可以唯一表示为 v1 与

v2 的线性组合，即存在唯一常数 c1 与 c2 使得

g(a) = c1f1(a) + c2f2(a),

g′(a) = c1f
′
1(a) + c2f

′
2(a).

考虑函数

u(x) := g(x)− c1f1(x)− c2f2(x),

则 u(x) 同样满足微分方程 (14.11)，且初始条件为

u(a) = 0, u′(a) = 0.

由定理 14.1 可知，u(x) ≡ 0，从而 g(x) = c1f1(x) + c2f2(x)。

注意 唯一性定理说明，对于一个满足给定初始条件的二阶线性微分方程，其解至多唯一。但

该定理本身并不保证解一定存在。若对方程的系数函数作出适当假设，则可以证明解的确存在。

本讲义并不证明一般情形下的存在性定理（existence theorem），但我们将在本章及后续两章中讨

论若干特定情形下的解法。
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14.2 朗斯基行列式

为了构成解的一个基，函数 f1 与 f2 必须是线性无关的。对于定义在区间 [a, b] 上的若干

函数，其线性无关性是一个必须在整个区间 [a, b] 上都成立的概念。也就是说，即使存在某一点

x0 ∈ [a, b]，使得

α1f1(x0) + α2f2(x0) + · · ·+ αnfn(x0) = 0, (14.13)

这也不足以说明这些函数是线性相关的。线性相关的定义要求上述等式对所有 x ∈ [a, b] 都成立。

判断两个函数 f1 和 f2 是否线性相关，可以借助于它们的朗斯基行列式（Wronskian）。

定义 14.1 任意两个可微函数 f1(x) 和 f2(x) 的朗斯基行列式定义为

W (f1, f2;x) := f1(x)f
′
2(x)− f2(x)f

′
1(x) = det

(
f1(x) f ′1(x)

f2(x) f ′2(x)

)
. (14.14)

定理 14.4 设 f1 与 f2 是微分方程 (14.11) 的两个解，则它们的朗斯基行列式在区间 [a, b] 上符号

不变。特别地，若朗斯基行列式在某点为零，则在整个区间 [a, b] 上恒为零。

证明： 我们对朗斯基行列式求导，并代入二阶线性齐次微分方程(14.11)，可以得到：

d

dx
W (f1, f2;x) = f ′1f

′
2 + f1f

′′
2 − f ′2f

′
1 − f2f

′′
1

= f1(−pf ′2 − qf2)− f2(−pf ′1 − qf1)

= pf ′1f2 − pf1f
′
2

= −p(x)W (f1, f2;x)

(14.15)

这是一个一阶线性微分方程，其通解为：

dW

dx
= −pW ⇒ dW

W
= −pdx ⇒ lnW = −

∫ x

c
p(t) dt+ lnC, (14.16)

其中 c是区间 [a, b] 中的任意点，C 是积分常数。显然有 C =W (c)，因此可得：

W (f1, f2;x) =W (f1, f2; c) e
−

∫ x
c p(t) dt (14.17)

由于指数函数始终为正，式 (14.17) 表明：

若W (f1, f2; c) = 0，则W (f1, f2;x) = 0 在整个区间 [a, b] 上成立；

若W (f1, f2; c) 6= 0，则W (f1, f2;x) 在 [a, b] 上处处与之同号。

定理 14.5 (朗斯基行列式与线性相关性的充要条件) 设 f1 与 f2 是在区间 [a, b] 上处处不为零的

可微函数，则它们线性相关当且仅当其朗斯基行列式为零。
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证明： 考虑两个可微函数 f1 与 f2，它们不一定是某个微分方程的解。若 f1 与 f2 线性相关，

即存在常数 C 使得 f2 = Cf1，则它们的朗斯基行列式恒为零。反之，若

f1(x)f
′
2(x)− f2(x)f

′
1(x) = 0, (14.18)

则有：

f1 df2 = f2 df1 ⇒ df2
f2

=
df1
f1

⇒ ln f2 = ln f1 + lnC ⇒ f2 = Cf1.

例 14.1 设 f1(x) = x，f2(x) = |x|，定义在区间 [−1, 1] 上。显然，在该区间内这两个函数是线性

无关的，因为只有在 α1 = α2 = 0 时，线性组合 α1x+ α2|x| 才恒等于零。另一方面，朗斯基行

列式却在区间 [−1, 1] 上恒为零：

解：

W (f1, f2;x) = x
d|x|
dx

− |x| · dx
dx

= x
d|x|
dx

− |x|
(14.19)

由于

d

dx
|x| =

1, x > 0,

−1, x < 0,
且 |x| =

x, x ≥ 0,

−x, x ≤ 0,

我们分段计算得：

W (f1, f2;x) =

x · 1− x = 0, x > 0,

x · (−1)− (−x) = −x+ x = 0, x < 0.
(14.20)

因此，除了 x = 0 处不连续外，朗斯基行列式在整个 [−1, 0) ∪ (0, 1] 区间内恒为零。

注意 这看起来似乎与前述定理（朗斯基行列式恒为零 ⇒ 函数线性相关）相矛盾。但其实并不

矛盾，因为该定理的前提是假设两个函数在整个区间上都可微。而在本例中，函数 f2(x) = |x|
在 x = 0 处不可导，因此定理并不适用。
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14.3 第二个解的构造

若我们已知齐次二阶线性微分方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (14.21)

的一个解 f1(x)，则可以利用朗斯基行列式构造另一个与之线性无关的解 f2(x)。

设W (x) :=W (f1, f2;x) 为 f1 与 f2 的朗斯基行列式，则由其定义及公式 (14.17) 可得：

f1(x)f
′
2(x)− f2(x)f

′
1(x) =W (x) =W (c) exp

(
−
∫ x

c
p(t)dt

)
, (14.22)

其中 c 为区间 [a, b] 上任意一点。

在已知 f1(x) 的前提下，这是关于 f2(x) 的一阶线性微分方程。我们可使用一阶线性微分方

程的积分因子法来求解。注意到 1/f21 (x) 是一个积分因子。将上式两边除以 f21 (x)，得到：

d

dx

[
f2(x)

f1(x)

]
=
W (x)

f21 (x)
. (14.23)

从而有
f2(x)

f1(x)
= C +

∫ x

α

W (s)

f21 (s)
ds = C +

∫ x

α

W (c)

f21 (s)
exp

(
−
∫ s

c
p(t)dt

)
ds, (14.24)

其中 C 为积分常数，α 是区间 [a, b] 中一个方便选取的点。因此，f2(x) 的通解形式为：

f2(x) = f1(x)

{
C +K

∫ x

α

1

f21 (s)
exp

(
−
∫ s

c
p(t)dt

)
ds

}
, (14.25)

其中K 代替了W (c)，是任意常数。

注意 在实际求解中，我们并不需要事先知道 W (x)，因为它依赖于 f2 本身，而我们正是希望

构造 f2。事实上，可以验证：无论K 取何值，公式 (14.25) 所定义的函数 f2(x) 都满足微分方程

(14.11)，可作为读者的练习加以证明。

此外，取 x = α 代入 (14.25) 可得：

f2(α) = Cf1(α), (14.26)

即 C 控制了解在 α 点的初值。在实际使用中，常常为了使第二个解与 f1(x) 线性无关而选择

C = 0，从而消去与 f1(x) 成正比的项。

例 14.2 使用公式 (14.25) 构造第二线性无关解的几个例子如下：

(a) 方程 y′′ − k2y = 0

该微分方程的一个解为 f1(x) = ekx。利用构造公式，设 C = 0 且 K = 1，由于 p(x) = 0，

得：

f2(x) = ekx
∫ x

α

ds

e2ks
= − 1

2k
e−kx +

e−2kα

2k
ekx. (14.27)

忽略与 f1(x) 成正比的第二项，得到另一线性无关解为 f2(x) = e−kx。
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(b) 方程 y′′ + k2y = 0

这是一个描述简谐振动的方程，一个解为 f1(x) = sin(kx)。取 C = 0，c = α = π
2k，K = 1，

得：

f2(x) = sin(kx)

∫ x

π/2k

ds

sin2(ks)
= − cos(kx). (14.28)

sin(kx) 与 cos(kx) 线性无关，通解为：

y(x) = A cos(kx) +B sin(kx). (14.29)

(c) 对上述解的朗斯基行列式计算
对例 (a) 中的两个解：

W (x) = det

(
ekx kekx

e−kx −ke−kx

)
= −2k. (14.30)

对例 (b) 中的两个解：

W (x) = det

(
sin(kx) k cos(kx)

cos(kx) −k sin(kx)

)
= −k. (14.31)

在这两个例子中，朗斯基行列式均为常数。容易证明对所有形如

y′′ + q(x)y = 0 (14.32)

的二阶齐次线性微分方程，其任意两个解的朗斯基行列式恒为常数。

数学物理中所使用的大多数特殊函数，都是某类二阶线性齐次微分方程的解。这些函数在

某些“特殊点”（如边界、奇点）附近的行为，通常由具体问题中的物理要求所决定。在许多情形

下，物理条件会促使我们在两个线性无关解中优先选择其中一个。比如，尽管勒让德方程：

d

dx

[
(1− x2)

dy

dx

]
+ n(n+ 1)y = 0 (14.33)

有两个线性无关解，但物理问题中最常遇到的解是勒让德多项式 Pn(x)，它在后续章节中将被系

统讨论。另一个线性无关解（通常具有奇异行为）可以通过我们在公式 (14.25) 中所介绍的方法，

即通过已知解构造第二解的方法得到。
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14.4 非齐次二阶线性微分方程的通解

我们现在来讨论非齐次（inhomogeneous）二阶线性微分方程的通解形式。设

L[y] = y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x) (14.34)

是一个已知的非齐次微分方程，g(x) 是该方程的一个特解。

若 h(x) 是此方程的任意一个解，则 h(x)− g(x) 显然满足对应的齐次方程：

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0, (14.35)

根据定理14.3，齐次方程的通解可以写作其两个线性无关解 f1(x), f2(x) 的线性组合，因此

我们有：

h(x) = c1f1(x) + c2f2(x) + g(x), (14.36)

其中 c1 与 c2 为任意常数，g(x) 为非齐次方程的一个特解。

定理 14.6 (非齐次二阶线性方程的通解) 设 g(x)是非齐次微分方程 (14.34)的一个特解，f1(x), f2(x)

是对应齐次方程 (14.35) 的两个线性无关解，则该非齐次方程的通解为

y(x) = c1f1(x) + c2f2(x) + g(x). (14.37)

我们已经知道，在已知一个齐次方程解的前提下，可以利用朗斯基行列式构造第二个线性

无关解。下面将进一步说明：在仅已知一个齐次解的情况下，我们同样可以构造出对应非齐次

方程的一个特解。我们采用的方法称为常数变易法（method of variation of constants）。

设 f1(x), f2(x) 是齐次方程的两个已知解，g(x) 是非齐次方程(14.34)的一个待求特解。我们

设

g(x) = f1(x)v(x), (14.38)

其中 v(x) 为待定函数。将其代入方程 (14.34)，得到关于 v(x) 的微分方程：

v′′ +

(
p(x) +

2f ′1
f1

)
v′ =

r(x)

f1(x)
. (14.39)

这是一个关于 v′(x) 的一阶线性微分方程，其解为（习题）：

v′(x) =
W (x)

f21 (x)

[
C +

∫ x

a

f1(t)r(t)

W (t)
dt

]
, (14.40)

其中W (x) 是 f1(x) 和 f2(x) 的朗斯基行列式。

注意到
W (x)

f21 (x)
=
f1(x)f

′
2(x)− f2(x)f

′
1(x)

f21 (x)
=

d

dx

(
f2(x)

f1(x)

)
, (14.41)

我们将其代入上式，并取 C = 0（因为我们只关心一个特解），得到

dv

dx
=

d

dx

(
f2(x)

f1(x)

)∫ x

a

f1(t)r(t)

W (t)
dt

=
d

dx

[
f2(x)

f1(x)

∫ x

a

f1(t)r(t)

W (t)
dt

]
− f2(x)

f1(x)
· d
dx

∫ x

a

f1(t)r(t)

W (t)
dt︸ ︷︷ ︸

=
f1(x)r(x)

W (x)

. (14.42)
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对上式积分得到：

v(x) =
f2(x)

f1(x)

∫ x

a

f1(t)r(t)

W (t)
dt−

∫ x

a

f2(t)r(t)

W (t)
dt. (14.43)

因此，g(x) = f1(x)v(x) 是非齐次方程的一个特解，其最终表达式为：

g(x) = f2(x)

∫ x

a

f1(t)r(t)

W (t)
dt− f1(x)

∫ x

a

f2(t)r(t)

W (t)
dt. (14.44)

注意 在公式 (14.44) 中，f1 与 f2 出现得极为对称。这也是常数变易法的一大特点。

定理 14.7 若已知一个齐次解 f1(x)，则可利用公式 (14.25) 构造第二个线性无关解 f2(x)，再利

用公式 (14.44) 构造非齐次方程的一个特解 g(x)。最终，非齐次方程 (14.34) 的通解为：

y(x) = c1f1(x) + c2f2(x) + g(x), (14.45)

其中 c1, c2 为任意常数。
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14.5 施图姆-刘维尔理论

对偏微分方程进行变量分离，通常会引出如下形式的常微分方程：

L[u] + λu = 0, 或写作 p2(x)
d2u

dx2
+ p1(x)

du

dx
+ p0(x)u+ λu = 0, (14.46)

其中 u = u(x) 是某个单变量函数，λ是一个待定常数。该方程是微分算子 L 的一个特征值问题，

类似矩阵特征值问题：T v⃗ = λv⃗。

在这一节中，我们将学习这类微分方程的特征值问题的性质。在此之前，我们需要引入一

个概念：伴算子。

14.5.1 伴算子

考虑如下二阶齐次线性微分方程所定义的微分算子 L：

L[y] := p2(x)y
′′ + p1(x)y

′ + p0(x)y = 0. (14.47)

若该算子可以写成如下形式：

L[y] =
d

dx

[
A(x)y′ +B(x)y

]
, (14.48)

则称该微分算子 L 为恰当的。

微分算子 L 的一个积分因子是一个函数 µ(x)，使得 µ(x)L[y] 是恰当的。若存在积分因子

µ(x)，则方程 (14.47) 可被化简为：

d

dx

[
A(x)y′ +B(x)y

]
= 0 ⇒ A(x)y′ +B(x)y = C, (14.49)

这是一个右端为常数的一阶线性微分方程，其通解可由定理 13.3 给出。更一般地，即使是与

(14.47) 对应的非齐次方程也可以求解。事实上，若有：

µ(x)L[y] = µ(x)r(x) ⇒ d

dx

[
A(x)y′ +B(x)y

]
= µ(x)r(x)

⇒ A(x)y′ +B(x)y =

∫ x

α
µ(t)r(t)dt,

(14.50)

则仍然转化为一个一阶线性微分方程。因此，积分因子的存在意味着可以完全求解一个二阶线

性微分方程（无论是否齐次）。由此可见，判断一个微分方程是否存在积分因子是非常重要的。

若微分方程 (14.47) 是恰当的，则其形式应满足 (14.48)，这意味着两者对应项应相等，即：

p2 = A, p1 = A′ +B, p0 = B′. (14.51)

由此可得：

p′′2 = A′′, p′1 = A′′ +B′, p0 = B′, (14.52)

将这些式子组合，得到一个必要条件：

p′′2 − p′1 + p0 = 0. (14.53)
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反过来，若条件 (14.53) 成立，我们可以将其代入微分方程左边，从而验证其确实为恰当方程。

注意到：

p0 = −p′′2 + p′1, (14.54)

将其代入 (14.47) 左端，得到：

p2y
′′ + p1y

′ + p0y = p2y
′′ + p1y

′ + (−p′′2 + p′1)y

= p2y
′′ − p′′2y + (p1y)

′

=
(
p2y

′ − p′2y
)′
+ (p1y)

′

=
d

dx

(
p2y

′ − p′2y + p1y
)
,

(14.55)

从而将原方程化为 (14.48) 形式，说明它确实是一个恰当的微分方程。

定理 14.8 (恰当微分方程的判据) 设二阶线性微分方程具有如下形式：

L[y] = p2(x)y
′′ + p1(x)y

′ + p0(x)y, (14.56)

则该方程是恰当的，当且仅当：

p′′2(x)− p′1(x) + p0(x) = 0. (14.57)

一般的二阶线性微分方程通常不是恰当的。那么我们是否可以像处理一阶线性微分方程那

样，通过乘以一个适当的积分因子 µ(x) 将其化为恰当形式呢？

由定理 14.8 可得以下重要推论：

推论 (积分因子的判据) 函数 µ(x) 是微分方程 (14.47) 的积分因子，当且仅当它满足如下齐次二

阶微分方程：

M[µ] := (p2µ)
′′ − (p1µ)

′ + p0µ = 0. (14.58)

我们可以将 (14.58) 展开为更显式的形式：

p2µ
′′ + (2p′2 − p1)µ

′ + (p′′2 − p′1 + p0)µ = 0, (14.59)

该式可视为关于 µ(x) 的一个新的二阶线性微分方程。因此，我们可以引入如下微分算子 M：

M := p2(x)
d2

dx2
+
(
2p′2(x)− p1(x)

) d

dx
+
(
p′′2(x)− p′1(x) + p0(x)

)
, (14.60)

称其为算子 L 的伴算子（adjoint operator），记作：

M := L†. (14.61)

定理 14.5.1 说明，积分因子的存在性可以通过解方程 (14.59) 来判断。然而，构造该积分因

子 µ(x) 实际上需要求解一个新的二阶微分方程，其复杂性与原始微分方程本身不相上下。这与

一阶线性微分方程形成鲜明对比：在一阶方程的情形下，积分因子可以通过一次积分显式给出。
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尽管二阶线性微分方程的积分因子不像一阶方程那样易用，但它们在研究性质时仍具有重

要作用。首先注意：微分算子的伴算子的伴算子是其本身（习题），即(
L†
)†

= L. (14.62)

这意味着，如果 v 是 L[u] 的积分因子，则 u 也将是 L†[v] = M[v] 的积分因子。将 L[u] 乘以 v，

将 M[v] 乘以 u，并相减，有：

vL[u]− uM[v] = (vp2)u
′′ − u(p2v)

′′ + (vp1)u
′ + u(p1v)

′, (14.63)

可整理为：

vL[u]− uM[v] =
d

dx

[
p2vu

′ − (p2v)
′u+ p1uv

]
. (14.64)

对 (14.64) 从 x = a 到 x = b积分，得到：∫ b

a
(vL[u]− uM[v]) dx =

[
p2vu

′ − (p2v)
′u+ p1uv

] ∣∣∣b
a
. (14.65)

式 (14.64) 与 (14.65) 称为拉格朗日恒等式（Lagrange identities）。

类似于矩阵的对称性，微分算子的自伴性也是一种非常重要的结构。若有：

L = L†, (14.66)

则称 L 是一个自伴算子（self-adjoint operator）。

根据 L[y] 与 L†[y] 的结构比较（见 (14.47) 与 (14.59)），要求成立下列等式：

2p′2 − p1 = p1, p′′2 − p′1 + p0 = p0. (14.67)

第一式即 p′2 = p1，代入第二式可验证自动成立。此时原方程可简化为：

L[y] = p2y
′′ + p′2y

′ + p0y =
d

dx

[
p2(x)

dy

dx

]
+ p0(x)y = 0. (14.68)

是否所有的二阶线性微分方程都能化为自伴形式？ 答案是肯定的。我们可以通过将 (14.47) 两

边同时乘以某个函数 w(x)，将其转化为自伴方程。设：

w(x) ·
[
p2(x)y

′′ + p1(x)y
′ + p0(x)y

]
= 0, (14.69)

我们希望此新方程具有自伴结构。这要求：

wp1 = (wp2)
′, 即 p2w

′ + w(p′2 − p1) = 0. (14.70)

该方程是关于 w(x) 的一阶线性微分方程，其通解为：

w(x) =
1

p2(x)
exp

[∫ x p1(t)

p2(t)
dt

]
. (14.71)

我们由此得到以下定理：
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定理 14.9 二阶线性微分方程

L[y] = p2(x)y
′′ + p1(x)y

′ + p0(x)y = 0 (14.72)

是自伴的，当且仅当 p′2(x) = p1(x)，此时方程可以写为：

d

dx

[
p2(x)

dy

dx

]
+ p0(x)y = 0. (14.73)

若不满足该条件，则可以乘以如下函数 w(x) 使其化为自伴形式：

w(x) =
1

p2(x)
exp

[∫ x p1(t)

p2(t)
dt

]
. (14.74)

例 14.3 以下两个例子展示了如何通过乘以适当的函数，将原本非自伴的二阶微分方程转化为自

伴形式。

解：

(a) 勒让德方程（Legendre Equation）
其标准形式为：

y′′ − 2x

1− x2
y′ +

λ

1− x2
y = 0, (14.75)

显然不是自伴形式。乘以函数 w(x) = 1− x2 后，方程变为：

(1− x2)y′′ − 2xy′ + λy = 0, (14.76)

进一步可写成：
d

dx

[
(1− x2)y′

]
+ λy = 0, (14.77)

显然为自伴形式。

(b) 贝塞尔方程（Bessel Equation）
其标准形式为：

y′′ +
1

x
y′ +

(
1− n2

x2

)
y = 0, (14.78)

该方程同样不是自伴的。乘以函数 h(x) = x后，得到：

d

dx

(
x
dy

dx

)
+

(
x− n2

x

)
y = 0, (14.79)

此形式为典型的自伴结构。

14.5.2 施图姆-刘维尔系统（Sturm-Liouville System）

既然我们已经知道每一个二阶线性微分方程都可以被转化为自伴形式，现在我们将此程序

应用于前面提到的微分方程 (14.46)。
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将该方程两边乘以定理 14.9 中给出的函数 w(x)，即可将其转化为自伴形式。方程可写为：

d

dx

[
p(x)

du

dx

]
+ [λw(x)− q(x)]u = 0, (14.80)

或写作 L[u] =
d

dx

[
p(x)

du

dx

]
− q(x)u = −λw(x)u, (14.81)

其中，

p(x) = w(x)p2(x), q(x) = −w(x)p0(x). (14.82)

方程 (14.81) 被称为施图姆-刘维尔方程（Sturm-Liouville equation）的标准形式。设 L 是自伴微

分算子，则拉格朗日恒等式为（参见 (14.64)）：

uL[v]− vL[u] =
d

dx

{
p(x)

[
u(x)v′(x)− v(x)u′(x)

]}
. (14.83)

设 u = u1 是对应特征值 λ1 的解，v = u2 是对应特征值 λ2 的解（都满足方程 (14.81)），则左边

为：
u1L[u2]− u2L[u1] = u1(−λ2wu2) + u2(λ1wu1)

= (λ1 − λ2)wu1u2.
(14.84)

对式 (14.83) 从 x = a 到 x = b积分，得到：

(λ1 − λ2)

∫ b

a
w(x)u1(x)u2(x)dx =

[
p(x)

(
u1u

′
2 − u2u

′
1

)]b
a
. (14.85)

自伴微分方程的一个重要性质是：当两个解对应于不同的特征值时，它们在带权内积意义

下是正交的。这个正交性可以由拉格朗日恒等式 (14.85) 推导而来。若该恒等式右端边界项为零，

即 [
p(x)

(
u1u

′
2 − u2u

′
1

)]b
a
= 0,

则可得 ∫ b

a
w(x)u1(x)u2(x)dx = 0,

即 u1 与 u2 在权函数 w(x) 所定义的内积下正交。我们希望通过施加合适的边界条件来确保该边

界项为零。常见的两类边界条件如下：

分离型边界条件（separated boundary conditions）：

α1u(a) + β1u
′(a) = 0,

α2u(b) + β2u
′(b) = 0,

(14.86)

其中 α1, α2, β1, β2 为实数。

周期边界条件（periodic boundary conditions）：

u(a) = u(b), u′(a) = u′(b). (14.87)

总结，一个施图姆-刘维尔系统（Sturm-Liouville system）由以下两部分组成：
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一个形如

L[u] =
d

dx

(
p(x)

du

dx

)
− q(x)u = −λw(x)u

的自伴微分算子；

一组使得拉格朗日恒等式边界项为零的边界条件，例如 (14.86) 或 (14.87)。

例 14.4 施图姆-刘维尔系统的正交性是其重要性质之一。我们将通过三个例子来说明这一点。

(a) 贝塞尔方程中的正交性
固定 ν 时，考虑下列微分方程：

d2u

dr2
+

1

r

du

dr
+

(
k2 − ν2

r2

)
u = 0, 0 ≤ r ≤ b, (14.88)

令 x = kr，可将其变换为贝塞尔方程

u′′ +
1

x
u′ +

(
1− ν2

x2

)
u = 0.

因为 Jν(x) 是整函数，在 r = 0 附近解析且对应特征值 k2 的解为 uk(r) = Jν(kr)。若 k21 和

k22 是两个不同特征值，对应特征解为 Jν(k1r) 与 Jν(k2r)。此时，正交性成立当且仅当边界

项为零，即： {
r
[
Jν(k1r)J

′
ν(k2r)− Jν(k2r)J

′
ν(k1r)

]}b
0
= 0,

这等价于：

Jν(k1b)J
′
ν(k2b)− Jν(k2b)J

′
ν(k1b) = 0.

一种常见的选择是令 Jν(kib) = 0，即选取 kib为 Jν 的不同零点。因此，对不同零点 ki, kj，

有： ∫ b

0
rJν(kir)Jν(kjr) dr = 0, 当 i 6= j.

(b) 勒让德方程中的正交性
考虑勒让德方程：

d

dx

[
(1− x2)

du

dx

]
+ λu = 0, −1 < x < 1.

该方程本身已是自伴的，权函数 w(x) = 1，系数函数 p(x) = 1 − x2。当 λ = n(n+ 1) 时，

其解为勒让德多项式 Pn(x)。由于边界项在 x = ±1 处为零，可得正交关系：∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x) dx = 0, 当 n 6= m.

(c) 埃尔米特方程（Hermite equation）中的正交性
考虑埃尔米特方程：

u′′ − 2xu′ + λu = 0. (14.89)

乘以权函数 w(x) = e−x
2
后可转化为施图姆-刘维尔形式：

d

dx

[
e−x

2 du

dx

]
+ λe−x

2
u = 0. (14.90)
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若 u是方程 (14.89) 的解，则它也是 (14.90) 的本征函数，对应特征值 λ。当 λ = 2n时，其

解为埃尔米特多项式 Hn(x)。两个对应不同特征值 λ1 6= λ2 的解 u1(x), u2(x) 对应的边界

项为： {
e−x

2 [
u1(x)u

′
2(x)− u2(x)u

′
1(x)

]}b
a
.

当积分区间为 (−∞,+∞) 时，上式为零，因此得到正交关系：∫ ∞

−∞
e−x

2
Hn(x)Hm(x) dx = 0, 当 n 6= m.
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14.6 常系数线性微分方程

常系数的二阶线性微分方程在物理与工程中非常常见，且它们的求解相对简单。实际上，我

们无需将讨论局限于二阶情形，而可以推广到任意阶。最一般的 n 阶线性微分方程（NOLDE,
nth-order linear differential equation）在常系数情形下可表示为：

L[y] := y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = r(x), (14.91)

其中 a0, a1, . . . , an−1 为常数，r(x) 为已知函数，称为非齐次项。若将 r(x) 取为零，即

y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0, (14.92)

则得到对应的齐次 n阶线性微分方程（homogeneous NOLDE，简称 HNOLDE）。

14.6.1 齐次情形

考虑如下 n阶常系数齐次线性微分方程：

L[y] := y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0, (14.93)

我们尝试指数型解的代换：

y(x) = eλx,

代入方程 (14.93)，得到：

L[eλx] =
(
λn + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0
)
eλx = 0.

由于 eλx 6= 0，所以上式成立当且仅当 λ满足以下代数方程：

p(λ) := λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0, (14.94)

这被称为特征多项式（characteristic polynomial）。根据代数基本定理，p(λ) 可以分解为：

p(λ) = (λ− λ1)
k1(λ− λ2)

k2 · · · (λ− λm)
km , (14.95)

其中 λ1, . . . , λm 是 p(λ) 的不同根（可以是实数或复数），每个根的重数分别为 k1, . . . , km，满足

k1 + · · ·+ km = n。为简化记号，我们引入微分算符

D :=
d

dx
,

则算子 L 可写作：

L = p(D) = Dn + an−1D
n−1 + · · ·+ a1D+ a0. (14.96)

由于任意两个一次微分算子 D−µ与 D−λ对于常数 µ, λ是可交换的（即它们交换律成立），因

此我们可以将 L 写成特征根对应的因式分解形式：

L = p(D) = (D− λ1)
k1(D− λ2)

k2 · · · (D− λm)
km . (14.97)
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为了求解齐次微分方程 (14.93) 的通解，我们首先考虑以下基本事实：

(D− λ)eλx =
d

dx
eλx − λeλx = 0, (14.98)

即 eλx 是 D− λ的零解。进一步考虑带有多项式因子的函数 xreλx，我们有：

(D− λ)
(
xreλx

)
=

d

dx

(
xreλx

)
− λxreλx = rxr−1eλx.

继续作用一次 D− λ，得到：

(D− λ)2
(
xreλx

)
= (D− λ)

(
rxr−1eλx

)
= r(r − 1)xr−2eλx.

一般地，有：

(D− λ)k
(
xreλx

)
= r(r − 1) · · · (r − k + 1)xr−keλx.

当 k = r 时，上式变为：

(D− λ)r
(
xreλx

)
= r! eλx. (14.99)

若再作用一次，即当 k > r 时，由 (14.98) 可得：

(D− λ)k
(
xreλx

)
= 0 当 k > r (14.100)

考虑特征多项式 p(λ) 的分解式（见 (14.95)）中各根 λj 的重数 kj，我们可以构造下列函数

集合： {
xr1eλ1x

}k1−1

r1=0
,
{
xr2eλ2x

}k2−1

r2=0
, · · · ,

{
xrmeλmx

}km−1

rm=0
,

上述所有函数都是微分方程 (14.93) 的解。以下进行验证：以集合中第一组中的一个元素 xr1eλ1x

为例，作用算符 L：

L
[
xr1eλ1x

]
= (D− λ1)

k1 (D− λ2)
k2 · · · (D− λm)

km
(
xr1eλ1x

)
= (D− λ2)

k2 · · · (D− λm)
km (D− λ1)

k1
(
xr1eλ1x

)
︸ ︷︷ ︸

=0,因为 k1>r1

= 0.

(14.101)

因此，这些函数确实构成了方程 (14.93) 的一组解。

若特征多项式 p(λ) 的某个根 λ是复数，而微分方程 (14.93) 的系数都是实数，则由共轭性质

可知 λ∗ 也是 p(λ) 的根（习题）。因此，当

xrjeλjx

是方程的解，且 λj ∈ C 时，其共轭函数

xrjeλ
∗
jx

也是解。设 λj = αj + iβj，则由欧拉公式，

eλjx = eαjx(cosβjx+ i sinβjx),
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结合线性性与实系数条件，可得对应的两个实解：

xrjeαjx cosβjx, xrjeαjx sinβjx, 其中 rj = 0, 1, . . . , kj − 1. (14.102)

因此，对于具有共轭复根的一组复解，我们可以构造出完全由实函数组成的一组解。可以证明，

对于固定的 λj 和不同的 rj，函数族

xrjeλjx, rj = 0, 1, . . . , kj − 1

是线性无关的（习题）。结合特征多项式的因式分解式 (14.95)，我们有：

m∑
j=1

kj = n,

因此所有的基本解函数总数为 n个，它们互相线性无关。

定理 14.10 设 λ1, λ2, . . . , λm 是实系数齐次微分方程 (14.93) 所对应特征多项式 p(λ) 的 m 个不

同根，重数分别为 k1, k2, . . . , km。则函数集合{
xrjeλjx

}
, 其中 rj = 0, 1, . . . , kj − 1, j = 1, 2, . . . ,m,

构成方程 (14.93) 的一组解的基矢，通解由它们的线性组合给出。

例 14.5 考虑如下微分方程：

d2y

dt2
+ a

dy

dt
+ by = 0, 其中 a, b > 0, (14.103)

该方程在力学与电路系统中广泛出现。

解： 其特征多项式为：

p(λ) = λ2 + aλ+ b,

对应的根为：

λ1 =
−a+

√
a2 − 4b

2
, λ2 =

−a−
√
a2 − 4b

2
. (14.104)

根据判别式 a2 − 4b的符号不同，可区分三种不同的解行为：

(a) 过阻尼（Overdamped），a2 > 4b：

此时有两个不同实根，均为重数为 1 的单根（k1 = k2 = 1），所以 r1 = r2 = 0。设：

γ :=
1

2

√
a2 − 4b,

则通解为：

y(t) = e−at/2
(
c1e

γt + c2e
−γt) .

因为 a > 2γ，该解随着时间单调衰减，y(t) → 0 当 t→ ∞。

(b) 临界阻尼（Critically Damped），a2 = 4b：

此时出现重根，根的重数为 2（k1 = 2），对应 r = 0, 1，通解为：

y(t) = (c0 + c1t)e
−at/2.

该解在 t = 0 时为 y(0) = c0，并在 t = 2
a −

c0
c1

处达到极值，之后随时间衰减至零（见习题）。
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(c) 欠阻尼（Underdamped），a2 < 4b：

此时有一对共轭复根，重数为 1（k1 = k2 = 1），设：

ω :=
1

2

√
4b− a2, λ1 = −a

2
+ iω, λ2 = λ∗1.

通解为：

y(t) = e−at/2 (c1 cosωt+ c2 sinωt) = Ae−at/2 cos(ωt+ α),

表示一个幅度随时间衰减的简谐振荡。若 a = 0，则振幅不衰减，因此 a 被称为阻尼因子

（damping factor）。

物理解释 上述方程可描述两类系统：

机械系统：一个质量为m的振子在粘滞流体中无外力作用下的运动：

a =
β

m
, b =

k

m
,

其中 β 为阻尼系数，fdrag = βv，k 为弹簧劲度系数。

电路系统：一个由电阻 R、电感 L和电容 C 构成的 RLC 回路：

a =
R

L
, b =

1

LC
.

阻尼因子与 R和 L的比值有关；振荡频率为：

ω =

√
b−

(a
2

)2
=

√
1

LC
− R2

4L2
.

当 R ≥ 2
√
L/C 时，系统不发生振荡。

图 104: 不同阻尼情形下的系统响应曲线。细实线为过阻尼，虚线为临界阻尼，粗实线为欠阻尼。
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14.6.2 非齐次情形（The Inhomogeneous Case）

当一个外部驱动力作用于物理系统时，它通常表现为非齐次微分方程中的非齐次项。在常

系数 n 阶线性微分方程中，若该非齐次项具有特定结构，例如由多项式与指数函数乘积构成的

形式，则可以通过解析形式（closed from）给出其解。本小节将说明在这种情况下如何求解非齐

次方程。

我们考虑下列 n阶常系数线性微分方程（与式 (14.91) 相应）：

L[y] := y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = r(x), (14.105)

其中我们假设右端非齐次项具有如下形式：

r(x) =
∑
k

pk(x)e
λkx, (14.106)

其中 pk(x) 为多项式，λk 为复常数。该微分方程的通解由两部分组成：

其对应齐次方程的一组基矢（见定理 14.10 所述）所张成的线性组合；

一个非齐次方程的特解，待求解。

由于 L 是一个线性算子，若 y1 是 L[y] = r1(x) 的一个特解，y2 是 L[y] = r2(x) 的一个特解，则

y1 + y2 是 L[y] = r1(x) + r2(x) 的一个特解。因此，我们可以将右端非齐次项 r(x) 拆解为若干

个简单部分分别求解，并将对应特解相加即可。由此可知，不失一般性，我们可以只考虑如下

形式的非齐次项：

r(x) = p(x)eλx, (14.107)

其中 p(x) 为一个多项式，λ为常数。

容易验证，对于任意可微函数 f(x)，我们有如下公式：

(D− λ)
[
eλxf(x)

]
= eλxf ′(x), (D− λ)2

[
eλxf(x)

]
= eλxf ′′(x), (14.108)

并且一般地，

(D− λ)k
[
eλxf(x)

]
= eλx

dkf

dxk
. (14.109)

特别地，当 p(x) 为一个次数为 n的多项式时，我们有：

(D− λ)ku = eλxp(x), (14.110)

其解可以写成

u = eλxq(x),

其中 q(x)是一个次数为 n+k的多项式，且是 p(x)的 k次原函数（不定积分），即 q(k)(x) = p(x)。

如果 ν 6= λ，则可以验证：

(D− ν)
[
eλxf(x)

]
= eλx

[
(λ− ν)f(x) + f ′(x)

]
, (14.111)
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因此，(D− ν)u = eλxp(x) 的解可以写成：

u = eλxq(x),

其中 q(x) 是次数为 k 的多项式。通过反复应用上述公式，我们可以得出如下结论：

定理 14.11 非齐次常系数线性微分方程 L[y] = eλxS(x)，其中 S(x) 是多项式，具有如下特解：

eλxq(x),

其中 q(x) 也是一个多项式。q(x) 的次数等于 S(x) 的次数，除非 λ = λj，λj 是 L 的特征多项式

的根，此时 q(x) 的次数比 S(x) 多 kj，即 λj 的重数。

一旦我们知道了非齐次微分方程的特解形式，就可以通过代入方程并匹配两边的幂次来求

解多项式中的系数。

例 14.6 我们求解两个微分方程，并给出满足边界条件 y(0) = 0 和 y′(0) = 1 的通解。

(a) 考虑微分方程：

y′′ + y = xex. (14.112)

其特征多项式为：

p(λ) = λ2 + 1,

其根为 λ1 = i和 λ2 = −i。因此，解的基函数为 {cosx, sinx}。为了求得特解，我们注意到

非齐次项中指数部分的系数 λ = 1 与特征方程的根 λ1 和 λ2 不同。因此，特解的形式为：

q(x)ex,

其中 q(x) = Ax+B 是一个一次多项式（与 S(x) = x的次数相同）。将 u = (Ax+B)ex 代

入方程 (14.112)，得到：

Axex + (2A+B)ex + (Ax+B)ex = xex.

通过匹配系数，得到：

2A = 1, 2A+ 2B = 0 ⇒ A =
1

2
, B = −1

2
.

因此，通解为：

y = c1 cosx+ c2 sinx+
1

2
(x− 1)ex.

根据给定的边界条件，y(0) = 0 给出 c1 − 1
2 = 0，y′(0) = 1 给出 c2 = 1，从而得到唯一解：

y =
1

2
cosx+ sinx+

1

2
(x− 1)ex.

(b) 考虑微分方程：虑微分方程：

y′′ − y = xex. (14.113)

其特征多项式为：

p(λ) = λ2 − 1,
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其根为 λ1 = 1 和 λ2 = −1，解的基函数为 {ex, e−x}。为了求得特解，我们注意到非齐次项

中的 S(x) = x和 λ = 1 与 λ1 重合。因此，q(x) 必须是一个二次多项式，因为 λ1 是一个简

单根（即 k1 = 1）。我们假设：

q(x) = Ax2 +Bx+ C ⇒ u = (Ax2 +Bx+ C)ex.

对其求导并代入方程 (14.113)，得到两个方程：

4A = 1, A+B = 0,

其解为 A = 1
4，B = −1

4。注意到 C 不能确定，因为 Cex 是齐次方程的解（对应于方程

(14.113)）。因此，通解为：

y = c1e
x + c2e

−x +

(
1

4
x2 − 1

4
x+ C

)
ex.

由于 Cex 可以吸收到 c1e
x 中，我们设置 C = 0，代入边界条件并求解，得到唯一解：

y =
5

4
sinhx+

1

4
(x2 − x)ex.

非齐次微分方程 L[y] = r(x) 可以被视为一个“机器”或“黑盒”，当一个函数 r(x) 输入时，它

产生另一个函数 y(x) 作为输出。这种解释在电路或声学滤波器的研究中非常常见。在这种背景

下，最重要的输入信号是具有如下形式的正弦函数：

r(t) = A cos(ωt+ α),

其中 A、α 和 ω（角频率）为常数，t为时间（自变量）。通过复数表示，我们可以写成：

r(t) = Re(R(t)), 其中 R(t) := Beiωt = Aei(ωt+α).

这里 B = Aeiα。假设 iω 不是 L 的特征多项式 p(λ) 的根，则特解为复数形式 U = C(ω)eiωt，其

中 C(ω) 是依赖于 ω 的常数。为了求解 C(ω)，我们将 U 代入方程 L[U ] = Beiωt，得到：

L[U ] = L
[
C(ω)eiωt

]
= C(ω)L

[
eiωt
]
= C(ω)p(iω)eiωt.

因此，方程变为：

L[U ] = Beiωt ⇒ C(ω)p(iω)eiωt = Beiωt ⇒ C(ω) =
B

p(iω)
.

接下来，我们将复数写成极坐标形式：

C(ω) := ρ(ω)eiγ(ω), B = Aeiα, p(iω) := P (ω)eiθ(ω).

得到：

ρ(ω) =
A

P (ω)
, γ(ω) = α− θ(ω).

因此，实解 u(t) = Re[U(t)] 为：

u(t) = Re
[
C(ω)eiωt

]
= ρ(ω) cos [ωt+ γ(ω)]

=
A

P (ω)
cos [ωt+ α− θ(ω)] , (14.114)

这里，C(ω) 被称为与线性算子 L 相关的传递函数（transfer function）。
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振幅与频率的关系 方程 (14.114) 显示，输出 u(t) 的频率与输入信号相同。它还表明，u(t) 的

幅度依赖于频率，使得可以通过调整频率来使得 P (ω) 最小，从而获得较大的输出幅度。这就是

交流电路中的共振现象。

例 14.7 我们将上述分析应用于例子 14.5，并且为明确起见，考虑欠阻尼情况。在该情况下，满

足 4b > a2，并且定义 ω0 :=
√
b为系统的固有频率。特征多项式为：

p(λ) = λ2 + aλ+ b.

因此，我们有：

p(iω) = −ω2 + iωa+ b =
(
ω2
0 − ω2

)
+ iωa,

以及

P (ω) =

√(
ω2
0 − ω2

)2
+ ω2a2, θ(ω) = tan−1

(
ωa

ω2
0 − ω2

)
.

输出信号的幅度（有时称为增益函数）为：

ρ(ω) =
A

P (ω)
=

A√(
ω2
0 − ω2

)2
+ ω2a2

.

分母的最小值发生在 ω = ω0，即当驱动频率等于固有频率时。此时，我们得到：

ρ(ω) =
A

ω0a
,

这表明当阻尼系数 a很小时，输出信号的幅度会很大。我们只考虑了特解 u(t)，因为通解：

y(t) = Ke−at/2 cos (ω1t+ β) + u(t),

最终会简化为 u(t)（其中K 和 β 是常数）。右边的第一项是瞬态项，它会衰减至零。这个衰减的

速率由时间常数 2/a 决定，这个时间间隔表示瞬态项的幅度下降到其初始值的 1/e 时所需的时

间。

正弦信号的重要性在于任何周期信号都可以展开为傅里叶级数：

R(t) =
∞∑

n=−∞
bne

inωt,

其中 ω 是基频。由于 L 是线性的，解可以表示为：

u(t) = Re[U(t)],

其中

U(t) =

∞∑
n=−∞

Cn(ω)e
inωt.

将该表达式代入 L[U ] = R(t) 中，我们得到：

∞∑
n=−∞

Cn(ω)p(inω)e
inωt =

∞∑
n=−∞

bne
inωt.
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由于 einωt 是正交归一的，我们得到：

Cn(ω) =
bn

p(inω)
.

因此，解为：

u(t) = Re

[ ∞∑
n=−∞

bne
inωt

p(inω)

]
.

由此，u(t) 也是周期性的，并且与输入信号 r(t) 具有相同的基频。
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15 拉普拉斯方程：笛卡尔坐标系

在之前的章节中，我们讨论了分离变量法这一技术，它是解决初等物理和工程课程中最常

遇到的偏微分方程（PDE）的方法之一。其中，有一个偏微分方程特别值得关注，那就是拉普拉

斯方程：

∇2Φ = 0, (15.1)

除了在应用中的重要性，拉普拉斯方程之所以重要，还在于它的解自然引出了数学物理中一些

最著名的函数。事实上，在不同坐标系中分离这个方程时，我们不仅可以得到像正弦和余弦这

样简单的函数，还能得到更高级的“特解函数”，如勒让德多项式和贝塞尔函数。这些函数的核心

是拉普拉斯方程的线性特性，它允许我们通过叠加（无穷多个）解来得到新的解。这自然地引

导我们得到了拉普拉斯方程的无穷级数解。

在典型的情况中，Φ 在某些边界面上给定，我们需要求出在体积内所有点的值。当边界面

形状任意时，解只能通过数值方法找到；但是，当边界面是坐标系的主面时，我们通常可以通

过在适当坐标系中分离拉普拉斯方程来求解该问题。
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15.1 解的唯一性

在本章及下一章中，我们将看到许多拉普拉斯方程在不同坐标系下的解。这些解将通过无

穷级数的形式给出。因此，我们知道拉普拉斯方程的解确实存在。本节的目的是证明，满足所

有边界条件的解是唯一的。换句话说，无论我们如何求解，只要解满足边界条件，它就是拉普

拉斯方程的解。事实上，我们可以更一般地证明泊松方程 ∇2Φ = ρ解的唯一性。

考虑体积 V，其被一些表面所包围。图 105 显示了两个这样的体积。假设两个函数 Φ1 和

Φ2 在体积的每个点上都满足泊松方程，并且它们都满足与表面相关的某些条件（我们稍后将讨

论）。令 Φ = Φ1 − Φ2，并注意到 Φ 满足拉普拉斯方程，因为：

∇2Φ = ∇2 (Φ1 − Φ2) = ∇2Φ1 −∇2Φ2 = ρ− ρ = 0. (15.2)

对于任意函数 f，我们有：

∇ · (f∇f) = ∇f · ∇f + f∇2f = |∇f |2 + f∇2f.

对于 Φ，由于它满足拉普拉斯方程，我们得到：

∇ · (Φ∇Φ) = ∇Φ · ∇Φ+ Φ∇2Φ︸︷︷︸
=0

= |∇Φ|2.

对上式两边在体积 V 上积分，并使用散度定理对左侧进行处理，得到：∫∫
S
(Φ∇Φ) · ênda =

∫∫
S
(Φ1 − Φ2) (ên · ∇Φ1 − ên · ∇Φ2) da

=

∫∫∫
V
|∇Φ|2dV,

其中 S 为边界面，ên 是法向单位向量。

图 105: 包围体积的表面。（a）体积在包围表面“内部”；（b）体积在包围表面“外部”。

现在假设：

狄利克雷（Dirichlet）边界条件：Φ1 和 Φ2 在每个边界面点的值相同，即 Φ1 −Φ2 = 0 在 S

上；
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诺伊曼（Neumann）边界条件：所谓的法向导数 ên · ∇Φ1 和 ên · ∇Φ2 在每个边界面点的值

相同，即 ên · ∇Φ1 − ên · ∇Φ2 = 0 在 S 上。

在这两种情况下，方程（15.3）第一行的积分结果均为零。由于第二行的被积函数非负，因此被

积函数必须为零。进一步得到：

|∇Φ|2 = 0 ⇒ ∇Φ = 0 ⇒ Φ = constant.

由于在边界面上 Φ = 0 ，因此常数必须为零，即 Φ1 = Φ2 对于体积 V 中的所有点成立。我们由

此得出：

定理 15.1 令 V 为由（可能是不连通的）表面 S 所包围的体积。那么，存在唯一的函数在 V 的

每个点上满足拉普拉斯方程（或泊松方程），并且满足 S 上的狄利克雷或诺伊曼边界条件。
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15.2 笛卡尔坐标系中的拉普拉斯方程

通过将常数 C 设为零，可以从方程(12.27)中得到笛卡尔坐标系下的拉普拉斯方程分离形式。

得到以下三个方程：

d2X

dx2
− α1X = 0,

d2Y

dy2
− α2Y = 0,

d2Z

dz2
+ (α1 + α2)Z = 0, (15.3)

其中 α 是任意常数（包括零和复数）。每个 α 的具体值取决于边界条件（BCs）。我们考虑与笛

卡尔坐标系平行的边界面。

解决拉普拉斯方程的最有效方法是深入探讨若干具体例子的解法。接下来我们将给出这些

例子的解，注意例子中的每一步操作，考虑在不同情况下（不同的边界条件等）如何调整每一

步。

例 15.1 考虑两个半无限导电板，它们起始于 y-z 平面，并且与 x-z 平面平行，板子接地（即电

势 Φ 为零），并且它们之间的距离为 b，见图 106。

两个导电板沿正 x 方向及正负 z 方向无限延伸。一个宽度为 b 的条状导电板（沿 z 轴方向

也无限延伸）位于两个板之间，并与它们之间保持一个无穷小的间隙，因此该条可以保持在一

个不同的电势 Φ = V 上。图 106(b) 显示了问题几何的横截面。我们要求解被导体包围区域中的

电势。

图 106: (a) 半无限导电板，(b) 两个（接地）板和保持电势为 V 的条带的横截面。

电势与 z 无关：因为当一个观察者沿 z 轴移动时，保持其他两个坐标不变，他将不会测量到

物理环境的变化，因为探测器的物理环境保持不变。所以，Z(z) 是常数，我们将其吸收到X(x)

或 Y (y) 中。此外，将 Z = 常数代入方程(15.3)的第三个方程，可以得到 α1 + α2 = 0。

因此，问题简化为求解满足方程(15.3)中关于 X(x) 和 Y (y) 的微分方程。首先我们考虑 Y

方程。如果 α2 = 0，则解的形式为：

Y (y) = Ay +B

对于 α2 6= 0 的情况，它是一个常系数的二阶常微分方程，其通解可以写为

Y (y) = Ae
√
α2y +Be−

√
α2y. (15.4)
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在 y = 0 和 y = b处，Φ 为零意味着

Φ(x, 0) = X(x)Y (0) = 0 对所有 x⇒ Y (0) = 0,

Φ(x, b) = X(x)Y (b) = 0 对所有 x⇒ Y (b) = 0.

因此，对于 α2 = 0 的情况，意味着

Y (0) = A× 0 +B = 0 ⇒ B = 0,

Y (b) = Ab+B = Ab+ 0 = 0 ⇒ A = 0.

因此，如果 α2 = 0，我们得到 Y (y) = 0 和 Φ(x, y) = X(x)Y (y) = 0，这就是平庸解。由此可知，

如果我们关心非平庸解，我们最好假设 α2 6= 0。然后，方程(15.4)给出：

Y (0) = A+B = 0 和 Y (b) = Ae
√
α2b +Be−

√
α2b = 0.

将第二个方程乘以 e
√
α2b 并使用 B = −A，我们得到：

A
[
e2

√
α2b − 1

]
= 0 ⇒ A = 0 或 e2

√
α2b = 1.

边界条件迫使 α2 为虚数。第一个选择 (A = 0) 和 A = −B 再次得到平庸解。因此，我们必须假

设第二个选择成立。然而，即使选择第二种情况，如果我们仅限于实数，e2
√
α2b = 1 的唯一解是

α2 = 0，这是矛盾的，因为我们正处理的是 α2 6= 0 的情况。由此可得，
√
α2 必须是复数。实际

上，回忆一下对于任意整数 n，有 e2inπ = 1，我们立即得到：

2
√
α2b = 2inπ ⇒

√
α2b = inπ ⇒ α2 = −

(nπ
b

)2
, n = ±1,±2, . . .

注意，n = 0 被排除，因为这个选择会使得 α2 = 0。

我们现在转向 X 方程。由于 α1 + α2 = 0，我们得到

α1 = −α2 =
(nπ
b

)2
, n = ±1,±2, . . .

和
d2X

dx2
−
(nπ
b

)2
X = 0 ⇒ X(x) = Cenπx/b +De−nπx/b

为了使电势具有物理意义，电势必须在 x→ +∞ 时保持有限。从最后一个方程可以看出，要么

n为负且D = 0，要么 n为正且 C = 0。容易验证无论选择哪种情况，最终的结果是相同的。选

择正值的 n并令 C = 0，电势可以写为

Φn(x, y) = ADe−nπx/b
[
einπy/b − e−inπy/b

]
= Ane

−nπx/b sin
(nπy

b

)
其中我们使用了 A = −B 并引入了新常数 An。我们还给电势加上了下标，因为对于每个 n，我

们得到不同的 Φ函数。所有这些函数都是拉普拉斯方程的解，因此它们的和也是解。实际上，只

有这个和才足够一般，能够给出最终解。我们因此写出

Φ(x, y) =
∞∑
n=1

Φn(x, y) =
∞∑
n=1

Ane
−nπx/b sin

(nπy
b

)
(15.5)
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这是一个关于 y 的傅里叶级数，且系数依赖于 x。如果可以确定常数 An，那么电势就能完全确

定。这是最后一部分未使用信息的应用：在 x = 0 时电势为 V。将此信息代入方程(15.5)，得到

V = Φ(0, y) =

∞∑
n=1

An sin
(nπy

b

)
从中可以通过傅里叶级数确定 An，容易得到 An = 2V [1−(−1)n]

nπ ，或者

An =


4V
nπ 如果 n为奇数

0 如果 n为偶数

令 n = 2k + 1，其中 k = 0, 1, 2, . . .，感兴趣区域的电势变为

Φ(x, y) =
4V

π

∞∑
k=0

e−(2k+1)πx/b

2k + 1
sin

[
(2k + 1)πy

b

]
(25.6)

=
4V

π

[
e−πx/b sin

πy

b
+
e−3πx/b

3
sin

3πy

b
+
e−5πx/b

5
sin

5πy

b
+ · · ·

]

由于指数因子的存在，该级数收敛非常迅速，对于较大的 x，电势会迅速衰减为零。

示例 15.1 展示了通过分离变量法在笛卡尔坐标系中求解拉普拉斯方程的一般特征。这一特

征同样适用于其他坐标系。分离变量法导致了一些常微分方程，这些方程涉及由某些边界条件

确定的参数（在上述案例中为 α）。所有符合所用边界条件的参数值——在所有我们感兴趣的情

况下，这些参数值将是整数——都是允许的，必须考虑在内，也就是说，必须形成一个关于这些

参数的无限求和（其系数尚未确定），作为拉普拉斯方程的最一般解。通过应用其余的边界条件，

可以求出未定系数，从而得到适用于问题几何形状的唯一解。如果几何形状在某个方向上延伸

至无穷远，则该无穷远方向应视为边界条件。考虑到问题的任何对称性是极其有用的，因为这

些对称性会显著简化解的过程。在示例 15.1 中，z 方向的对称性为我们节省了解决一个（三个）

完整常微分方程的时间。

例 15.2 稳态热传导问题也遵循拉普拉斯方程。假设我们考虑一个在 z 方向上无限延伸的矩形介

质，被两对宽度为 a 和 b 的平行板所包围，如图 107 所示。宽度为 a 的板的温度为零（假设与

x-z 平面平行）。另外两块板的温度分别为 T1 和 T2。我们要找出平衡达到后区域内所有点的温

度。

图 107: 两对平行板的截面，这些板维持在不同的温度下。
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如同在例子 15.1 中一样，我们可以忽略 z 方向的依赖，写作 T (x, y) = X(x)Y (y)，其中X

和 Y 满足方程 (15.3)，并且 α1 = −α2。与例子 15.1 中的原因完全相同，α2 不能为零，且 Y 只

能是以下形式：

Y (y) = An sin
nπy

b
, n = 1, 2, . . .

其中 An 下标提醒我们，不同的常数可以乘以不同的正弦函数。然而，X 的解会有所不同。我们

仍然有

X(x) = Cne
nπx/b +Dne

−nπx/b, n = 1, 2, . . .

但是这次 Cn 和 Dn 都不为零。将这两个函数相乘，并重新定义常数，我们可以写成

Tn(x, y) =
(
Ane

nπx/b +Bne
−nπx/b

)
sin

nπy

b

最一般的无限级数解为

T (x, y) =

∞∑
n=1

(
Ane

nπx/b +Bne
−nπx/b

)
sin

nπy

b
. (15.6)

到目前为止，我们只使用了四个边界条件中的两个。剩下的两个将决定未知数 An 和 Bn。代入

这些边界条件得到以下两个方程：

T1 = T (0, y) =
∞∑
n=1

(An +Bn)︸ ︷︷ ︸
:=En

sin
nπy

b
=

∞∑
n=1

En sin
nπy

b
,

T2 = T (a, y) =
∞∑
n=1

(
Ane

nπa/b +Bne
−nπa/b

)
︸ ︷︷ ︸

:=Fn

sin
nπy

b
=

∞∑
n=1

Fn sin
nπy

b
,

其中，我们已经重新定义了乘以正弦函数的常数。与例子 15.1 和中的情况一样，我们有

En =
2T1
nπ

[1− (−1)n] , Fn =
2T2
nπ

[1− (−1)n] .

这些关系表明，只有无限级数中的奇数项才是相关的，它们由以下式子给出：

E2k+1 :=A2k+1 +B2k+1 =
4T1

π(2k + 1)

F2k+1 :=A2k+1e
(2k+1)πa/b +B2k+1e

−(2k+1)πa/b =
4T2

π(2k + 1)
.

(15.7)

这两个方程含有两个未知数，可以解得：

A2k+1 =
2
(
T2 − T1e

−(2k+1)πa/b
)

π(2k + 1) sinh [(2k + 1)πa/b]
,

B2k+1 =
2
(
T1e

(2k+1)πa/b − T2
)

π(2k + 1) sinh [(2k + 1)πa/b]
.

代入方程 (15.6)，并将 n替换为 2k + 1，整理项得到：

T (x, y) =
4

π

∞∑
k=0

T1 sinh
[
(2k+1)π(a−x)

b

]
+ T2 sinh

[
(2k+1)πx

b

]
(2k + 1) sinh

[
(2k+1)πa

b

] sin
(2k + 1)πy

b
.

请验证，当 T2 = 0 且 a→ ∞ 时，我们可以恢复例子 15.1 的结果，V 被 T1 替代。
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到目前为止处理的例子可能给人一种印象，认为 α1 或 α2 永远不为零。这与对 Φ（或 T）施

加的特定边界条件有关。在这两个例子中，Y 在 y = 0 和 y = b处都为零。这样的边界条件排除

了 α2 = 0，因为相应的 Y，即 Y = Ay +B，除非 Y ≡ 0 恒成立，否则无法满足这些条件。

例 15.3 为了看到 α1 = −α2 = 0 的项如何参与计算，我们修改例子 15.2 中的温度设置，使得底

部板和左侧板的温度为 T = 0，而顶部板的温度为 T1，右侧带的温度为 T2。

我们写出从分离变量法得到的拉普拉斯方程最一般解，包含 α1 = 0 = −α2 的项。由于非零

的 α1 和 α2 具有相反的符号，其中一个将为正，具有实数平方根，另一个则为纯虚根。假设 α1

为正。那么，X 将是指数类型的，Y 将是复指数型或三角型的。由此，拉普拉斯方程的最一般

解可以写成

T (x, y) = (A0x+B0) (C0y +D0)

+
∞∑
α

(
Aαe

√
αx +Bαe

−
√
αx
) [
Cα sin(

√
αy) +Dα cos(

√
αy)
]

(15.8)

我们用 α来表示 α = α1 = −α2。首先施加 y 的边界条件是方便的。所以，由于 T (x, 0) = 0，我

们有

0 = (A0x+B0)D0 +

∞∑
α

(
Aαe

√
αx +Bαe

−
√
αx
)
Dα

这个式子必须对任意的 x 成立。只有当 D0 = Dα = 0 时才能成立。因此，我们将乘法常数 C0

和 Cα 吸收进 A和 B 中，得到温度的新表达式：

T (x, y) = (A0x+B0) y +

∞∑
α

(
Aαe

√
αx +Bαe

−
√
αx
)
sin(

√
αy)

另一个 y-边界条件给出：

T1 = (A0x+B0) b+
∞∑
α

(
Aαe

√
αx +Bαe

−
√
αx
)
sin(

√
αb).

α1 = 0 项在这里的重要性体现在 B0 和 T1 之间的关系。为了使其对任意 x成立，我们需要满足：

A0 = 0, B0b = T1 ⇒ B0 =
T1
b
, sin(

√
αb) = 0 ⇒ α =

(nπ
b

)2
.

温度函数简化为：

T (x, y) =
T1
b
y +

∞∑
n=1

(
Ane

nπx/b +Bne
−nπx/b

)
sin

nπy

b
.

现在我们施加另外两个边界条件。这将给出以下两个方程：

0 = T (0, y) =
T1
b
y +

∞∑
n=1

(An +Bn) sin
nπy

b
,

T2 = T (a, y) =
T1
b
y +

∞∑
n=1

(
Ane

nπa/b +Bne
−nπa/b

)
sin

nπy

b

将这两个方程两边乘以 sin
(mπy

b

)
并从 0 积分到 b，得到关于 Am 和 Bm 的以下两个方程：

Am +Bm = −2T1
b2

∫ b

0
y sin

mπy

b
dy =

2T1
mπ

(−1)m,
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Ame
mπa/b +Bme

−mπa/b =
2

b

∫ b

0

(
T2 −

2T1
b
y

)
sin

mπy

b
dy

=
2

mπ
[T2 + (−1)m (T1 − T2)] .

这两个方程可以求解得到剩余的未知系数 Am 和 Bm。

有几点需要说明。前面的例子清楚地展示了 α1 = 0 项的重要性：如果我们没有在 T 的展

开式中包含这一项，就无法得到正确的答案。大多数关于拉普拉斯方程的处理都忽略了这一点。

因此，有必要强调这一点。

始终从拉普拉斯方程的最一般解开始，包括对应于分离变量常数为零的情况的项，如方程

(15.8)所给出。然后应用边界条件，记住应用边界条件时可能有一个优先顺序。

在例子 15.3 中，首先应用 y 方向的边界条件是首选的方式。

第二个要点与 X 和 Y 的函数形式选择有关。在例子 15.3 中，我们选择了 X 为指数型，Y

为三角函数型。我们完全可以选择 Y 为指数型，X 为三角函数型。虽然级数的表现形式会有所

不同，但在区域内的任何一点的 T 值对于两种级数都是相同的。这是由于拉普拉斯方程解的唯

一性。

至今我们讨论的例子都是“二维”的。现在我们考虑一个三维问题。尽管这个特定的问题可以

通过依赖我们的直觉（例如在例子 15.1 中的做法）更快速地解决，但我们将从最一般的解开始。

例 15.4 假设一个半无限的矩形导电管的四个侧面宽度分别为 a 和 b，并且这些侧面是接地的，

闭合的底面保持在电势 V 下，如图108所示。这个管道的横截面如图 107 所示，其中假设该管道

从 z = 0 开始，并在 z-轴的正方向上延伸到无穷远。我们感兴趣的是求解该管道内的电势。

图 108: 半无限的矩形导电管示意图。

我们从方程 (15.3) 开始，该方程适用于在笛卡尔坐标系中拉普拉斯方程的所有解。我们需
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要考虑四种不同的情况：

1. α1 = 0 = α2：在这种情况下，X(x)具有通用形式Ax+B，这也是 Y 和 Z 的通用形式（其

中 y 或 z 替代 x）。我们将这些解记作 X0、Y0 和 Z0。

2. α1 = 0, α2 6= 0：在这种情况下，X(x) 具有通用形式 Ax+B。但 Y 和 Z 要么是指数型的，

要么是三角函数型的。我们将这些解记作 X0、Yα2 和 Zα2。

3. α1 6= 0, α2 = 0：在这种情况下，Y (y) 具有通用形式 Ay +B。但X 和 Z 要么是指数型的，

要么是三角函数型的。我们将这些解记作 Y0、Xα1 和 Zα1。

4. α1 6= 0, α2 6= 0：在这种情况下，X、Y 和 Z 要么是指数型的，要么是三角函数型的。我们

将这些解记作 Xα1、Yα2 和 Zα1+α2。

对于电势的最一般解，涵盖所有 α1 和 α2 的值，写为：

Φ(x, y, z) = X0(x)Y0(y)Z0(z) + X0(x)
∑
α2

Yα2(y)Zα2(z)

+ Y0(y)
∑
α1

Xα1(x)Zα1(z) +
∑
α1 ̸=0

∑
α2 ̸=0

Xα1(x)Yα2(y)Zα1+α2(z). (15.9)

我们现在应用边界条件。由于对于任意的 y 和 z，我们有 Φ(0, y, z) = Φ(a, y, z) = 0，并且

方程 (15.9) 中的每一项相互独立，我们得出结论：X0(0) = 0 = X0(a) 及 X0(0) = 0 = X0(a)。因

此，A和 B 对于 X0 和 X0 都为零，所以 X0(x) = 0 = X0(x)。

同样地，Y0(y) = 0，因此 Φ 简化为方程 (15.9) 的最后一项（双重求和项）。此外，由于 Xα1

和 Yα2 在它们各自的范围的两个端点处为零，我们期望它们是周期性的，即三角函数型。因此，

最一般的解现在为

Φ(x, y, z) =
∑
α1,α2

[Aα1 cos (
√
α1x) +Bα1 sin (

√
α1x)]

× [Cα2 cos (
√
α2y) +Dα2 sin (

√
α2y)]Zα1+α2(z). (15.10)

如果该解在 x = 0 时对于任意的 y 和 z 为零，则必须有 Aα1 = 0；如果 Φ(a, y, z) = 0 对于所

有的 y 和 z，则求和式中乘积项的所有系数必须为零。这些系数（在将 Aα1 设为零之后）是以

sin
(√
α1a

)
的形式出现的。因此，我们得到

√
α1a = mπ ⇒ α1 =

(mπ
a

)2
, m = 1, 2, . . .

就像在之前的例子中一样，这里我们排除了 m 的负值。一个完全类似的推理得到 Cα2 = 0，并

且
√
α2b = nπ ⇒ α2 =

(nπ
b

)2
, n = 1, 2, . . .

z 的函数依赖关系是指数型的，由于在 z → ∞ 处势能不发散，因此将不出现正指数项。将

所有的乘法常数吸收进一个（双重指标的）常数中，我们现在可以写出

Φ(x, y, z) =
∞∑

m,n=1

Amn sin
mπx

a
sin

nπy

b
e
−π

√
m2

a2
+n2

b2
z
. (15.11)
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未知常数 Amn 通过使用最后的边界条件来确定：

V = Φ(x, y, 0) =
∞∑

m,n=1

Amn sin
mπx

a
sin

nπy

b
(15.12)

这是一个双重傅里叶级数。双重傅里叶级数 (15.12)的系数可以通过将两边分别乘以 sin jπx
a sin kπy

b ，

并对结果分别在 x和 y 方向上从 0 到 a和从 0 到 b进行积分来计算：

Ajk =
4

ab

∫ a

0

∫ b

0
Φ(x, y, 0) sin

jπx

a
sin

kπy

b
dx dy

我们现在可以得到：

Ajk =
4V

ab

∫ a

0

∫ b

0
sin

jπx

a
sin

kπy

b
dx dy

=
4V

ab

(
a

πj

[
1− (−1)j

])( b

πk

[
1− (−1)k

])
或者，

Ajk =
4V

π2
1− (−1)j

j

1− (−1)k

k

显然，只有双重求和中的奇数项会起作用。因此，最终的结果为区域内的电势 Φ(x, y, z) 为：

Φ(x, y, z) =
16V

π2

∞∑
m,n=1

sin
(
(2m+1)πx

a

)
2m+ 1

sin
(
(2n+1)πy

b

)
2n+ 1

e
−π

√
(2m+1)2

a2
+

(2n+1)2

b2
z

由于其构造方式，这个函数满足拉普拉斯方程以及所有的边界条件。因此，根据唯一性定理，它

必须表示该区域的唯一电势。
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16 拉普拉斯方程：球坐标系

在球坐标系中分离变量处理拉普拉斯方程，可以通过将方程（12.47）中的 f(r) = 0 代入实

现。这将得到
1

r2
d

dr

(
r2
dR

dr

)
− α

r2
R = 0,

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+

(
α− β

sin2 θ

)
Θ = 0,

d2S

dφ2
+ βS = 0,

(16.1)

其中 α 和 β 是分离变量引入的分离常数。

我们考虑 S 是常数函数的情形20。对于此类情形，式（16.1）中第三个方程要求 β = 0，因

为 S 是非零常数。因此，自变量数目减少为两个，且由于具有方位对称性，可以设

Φ(r, θ) = R(r)Θ(θ).

此时，剩下的两个常微分方程简化为：

1

r2
d

dr

(
r2
dR

dr

)
− α

r2
R = 0,

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+ αΘ = 0,

(16.2)

其中，α 是需要通过边界条件确定的分离常数。

我们首先讨论（16.2）中的第二个方程，求解出该方程后再回到第一个方程。由于分母中出

现了 sin θdθ（即 cos θ 的微分），这提示我们可以将自变量从 θ 改为 u := cos θ。对于任意函数

f(θ)，利用链式法则，有

df

du
=
df

dθ

dθ

du
=
df

dθ

1

du/dθ
= − 1

sin θ

df

dθ
, 即

df

dθ
= − sin θ

df

du
. (16.3)

引入新函数 P (u)，定义为

P (u) := Θ(θ).

利用链式法则，将式（16.2）第二个方程中的 θ 导数转为 u导数，并使用 sin2 θ = 1− u2，得到

新的微分方程：

− 1

sin θ

d

dθ

[
(1− u2)

dP

du

]
+ αP = 0. (16.4)

因为方括号内仅含 u的函数，根据式（16.3），可以将 θ 导数转为 u导数，整理后得到

d

du

[
(1− u2)

dP

du

]
+ αP = 0, (16.5)

或者展开为

(1− u2)
d2P

du2
− 2u

dP

du
+ αP = 0, (16.6)

20这对应于具有方位对称性的情形，即问题中的势函数 Φ 与方位角 φ 无关。
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或者写成
d2P

du2
− 2u

1− u2
dP

du
+

α

1− u2
P = 0. (16.7)

式（16.5）、式（16.6 或式（16.7）被称为勒让德方程（Legendre differential equation）。接下来，

我们将使用所谓的弗罗贝尼乌斯方法（Frobenius）方法（或称待定系数法）来求解该方程。
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16.1 弗罗贝尼乌斯方法

弗罗贝尼乌斯方法的基本假设是，微分方程的解可以表示为幂级数。这并非一种严格限制

的假设，因为物理应用中遇到的几乎所有函数，只要在收敛区间内，我们感兴趣的函数值都可

用幂级数表示。该收敛区间可能非常小，也可能覆盖整个实数轴。

一个二阶齐次线性微分方程通常表示为：

p2(x)
d2y

dx2
+ p1(x)

dy

dx
+ p0(x)y = 0 (16.8)

在物理中常见的情况（尤其本课程涉及的应用）中，函数 p0(x), p1(x), p2(x) 一般都是多项式。

使用弗罗贝尼乌斯方法的第一步，是假设解 y 为无限幂级数。通常选择 x = 0 为级数展开

点。如果满足 p2(0) 6= 0，则只需要考虑 x 的非负整数幂即可。然而若 p2(0) = 0，微分方程在

x = 0 处不再具备典型的“二阶”性质，因此我们寻求的解可能在该点未必存在。此时，有两种处

理方法：

1. 选择另一个展开点 x0 6= 0，使得 p2(x0) 6= 0；

2. 允许在 y 的级数展开中包含 x的负整数幂。

实际中很少采用第一种选择。更为经济且普遍的方法是采用第二种选择，将解写为以下形式：

y = xr
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anx
n+r = a0x

r + a1x
r+1 + a2x

r+2 + a3x
r+3 + · · · (16.9)

其中 r 为待确定的实数（不必为正整数）。通常设定 a0 = 1，因为任何解的常数倍仍是该微分方

程的解。如果 a0 6= 1，我们仅需将整个级数乘以 1/a0 即可。由于幂级数在其收敛半径内是一致

收敛的，因此可逐项微分，我们有：

dy

dx
=

∞∑
n=0

an(n+ r)xn+r−1 = ra0x
r−1 + (r + 1)a1x

r + · · ·

d2y

dx2
=

∞∑
n=0

an(n+ r)(n+ r − 1)xn+r−1

= r(r − 1)a0x
r−2 + r(r + 1)a1x

r−1 + (r + 2)(r + 1)a2x
r + · · ·

(16.10)

我们现在将式 (16.9) 和 (16.10) 代入微分方程 (16.8)，将多项式展开乘入级数中，收集所有不同

幂次的 x 项，并令每一项的系数为零。由此可得到一组代数方程，这些方程决定了 r 以及各个

an 的取值。其中，来自最低次幂 x 的方程仅涉及 r，称为判别方程（indicial equation）。该方程

通常是关于 r 的一个二次方程，可以求出 r 的两个可能值。每个值一般对应一个独立解。其余

来自较高次幂的方程给出递推关系，即每个 an 表达为 an−1 和 an−2 的函数。通过递推公式，可

以将所有 an 表达为仅包含两个常数的形式，而这两个常数可以由边界条件决定。

我们将上述方法总结如下：

定理 16.1 为求解微分方程

p2(x)
d2y

dx2
+ p1(x)

dy

dx
+ p0(x)y = 0, (16.11)
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设解为形式

y = xr
∞∑
n=0

anx
n, (16.12)

并根据以下情况处理：

若 p2(0) 6= 0，则取 r = 0，将 y 及其导数（见 (16.10)）代入微分方程中，展开乘积，整理

各阶 x的幂次，并令其系数为零；

若 p2(0) = 0，解判别方程以求得 r；再将其他幂次的系数设为零，从而得到递推关系，用

以将 an 表达为 an−1 和 an−2 的函数。

根据上述递推公式以及得到的 r 的值，可以将所有 an 表达为仅含两个常数的形式，而这两

个常数可由边界条件确定。

16.2 勒让德多项式

我们现在将弗罗贝尼乌斯方法应用于勒让德微分方程，其中自变量为 u，对应的系数函数

为：

p2(u) = 1− u2, p1(u) = −2u, p0(u) = α.

由于 p2(0) 6= 0，我们无需在级数前引入额外的幂次 r。因此，可以设解为

P (u) =
∞∑
n=0

anu
n = a0 + a1u+ a2u

2 + a3u
3 + · · · (16.13)

其一阶和二阶导数为：

dP

du
=

∞∑
n=1

nanu
n−1 = a1 + 2a2u+ 3a3u

2 + · · ·

=
∞∑
n=0

(n+ 1)an+1u
n, (16.14)

d2P

du2
=

∞∑
n=2

n(n− 1)anu
n−2 = 2a2 + 6a3u+ 12a4u

2 + · · ·

=
∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)an+2u
n. (16.15)

将上述表达式代入勒让德微分方程中，对每项与其对应多项式相乘，我们有：

αP (u) = αa0 + αa1u+ αa2u
2 + αa3u

3 + · · · =
∞∑
n=0

αanu
n,

−2u
dP

du
= −2a1u− 4a2u

2 − 6a3u
3 + · · · = −

∞∑
n=0

2(n+ 1)an+1u
n+1,

(1− u2)
d2P

du2
= 2a2 + 6a3u+ 12a4u

2 + 20a5u
3 + · · ·

− 2a2u
2 − 6a3u

3 − 12a4u
4 − 20a5u

5 + · · ·

= 2a2 + 6a3u+ (12a4 − 2a2)u
2 + (20a5 − 6a3)u

3 + · · ·

(16.16)
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将这三项级数相加，并注意其和必须为零，有

0 = αa0 + αa1u+ αa2u
2 + αa3u

3 − 2a1u− 4a2u
2 − 6a3u

3 + 2a2 + 6a3u

+ (12a4 − 2a2)u
2 + (20a5 − 6a3)u

3 + · · ·

= (αa0 + 2a2) + [(α− 2)a1 + 6a3]u

+ [(α− 6)a2 + 12a4]u
2 + [(α− 12)a3 + 20a5]u

3 + · · ·

(16.17)

注意各阶系数的表达式中显现出某种模式。事实上，un 的系数可以写为

[α− n(n+ 1)]an + (n+ 1)(n+ 2)an+2.

将该系数设为零，即可得到递推关系：

an+2 =
n(n+ 1)− α

(n+ 1)(n+ 2)
an, n = 0, 1, 2, . . . (16.18)

该公式可将所有的 an 表达为 a0 和 a1 的函数。

尽管通过逐项展开级数是一种直接求解各项系数并发现递推关系的可靠方法，但我们也可

以通过对求和符号的代数操作，在不依赖模式识别的情况下推导出递推公式。下面我们将详细

展示这一过程，这也是一个值得注意的关于求和操作的技巧性练习。

一般的处理思路是将所有求和项的 u 的幂次统一，也就是说，使所有求和中 u 的幂次均为

n。为此，我们将所有求和改写为对 n的求和，并在必要时通过变换求和指标来实现。举例来说，

微分方程中最后一项可以写为：

αP (u) =

∞∑
n=0

αanu
n (16.19)

关于一阶导数的项为：

−2u
dP

du
= −2u

∞∑
n=1

nanu
n−1 = −

∞∑
n=1

2nanu
n (16.20)

关于二阶导数的项变为：

(1− u2)
d2P

du2
= (1− u2)

∞∑
n=2

n(n− 1)anu
n−2

=
∞∑
n=2

n(n− 1)anu
n−2 −

∞∑
n=2

n(n− 1)anu
n

=

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2u
n −

∞∑
n=2

n(n− 1)anu
n

(16.21)

其中第一项的求和通过将 n替换为 n+ 2 来实现幂次从 n− 2 转为 n。至此，所有求和式中的 u

的幂次均统一为 n。

下一步是将“较长的求和项”中足够多的前几项单独写出，从而使所有求和都从相同的 n 开

始，以便进行统一合并。在当前的情形中，最短的求和是从 n = 2 开始的，因此我们将式 (16.19)、
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(16.20) 和 (16.21) 改写为：

αP (u) = αa0 + αa1u+
∞∑
n=2

αanu
n,

−2u
dP

du
= −2a1u−

∞∑
n=2

2nanu
n,

(1− u2)
d2P

du2
= 2a2 + 6a3u+

∞∑
n=2

(n+ 2)(n+ 1)an+2u
n −

∞∑
n=2

n(n− 1)anu
n

(16.22)

将上述各项相加，并注意左边为零，有：

0 = αa0 + 2a2 + (αa1 − 2a1 + 6a3)u

+

∞∑
n=2

[αan − 2nan + (n+ 2)(n+ 1)an+2 − n(n− 1)an]︸ ︷︷ ︸
=[α−n(n+1)]an+(n+2)(n+1)an+2

un
(16.23)

将各次幂的系数逐项设为零，得到：

αa0 + 2a2 = 0, (α− 2)a1 + 6a3 = 0 (16.24)

[α− n(n+ 1)]an + (n+ 2)(n+ 1)an+2 = 0 (16.25)

其中前两个为最后一个通式的特殊情形，而该通式正是前文中所得到的递推关系 (16.18)。

公式 (16.18) 是勒让德微分方程解的核心。它可用于从 a0 生成所有偶数阶的 an，从 a1 生成

所有奇数阶的 an。我们将推导偶数项 an 的通项公式，并将奇数项的推导留为作业练习。

当 n = 0 时，公式 (16.18) 给出：

a2 = −α
2
a0,

当 n = 2 时，

a4 =
2 · 3− α

4 · 3
a2 =

2 · 3− α

4 · 3

(
−α
2

)
=
α(α− 2 · 3)

4!
a0.

类似地，对于 n = 4，我们有：

a6 =
4 · 5− α

6 · 5
a4 = −α(α− 2 · 3)(α− 4 · 5)

6!
a0.

可以轻松验证，当 n = 6 时，有：

a8 =
α(α− 2 · 3)(α− 4 · 5)(α− 6 · 7)

8!
a0.

由此可以归纳出以下通式：

a2n = (−1)n
α(α− 2 · 3)(α− 4 · 5) · · · [α− (2n− 2)(2n− 1)]

(2n)!
a0 (16.26)

同理，奇数项也可以递推得到，其结果为：

a2n+1 = (−1)n
(α− 2)(α− 3 · 4)(α− 5 · 6) · · · [α− (2n− 1)2n]

(2n+ 1)!
a1 (16.27)
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将这些系数代入 P (u) 的级数展开式中，得到：

P (u) = a0

∞∑
n=0

(−1)n
α(α− 2 · 3)(α− 4 · 5) · · · [α− (2n− 2)(2n− 1)]

(2n)!
u2n

+ a1

∞∑
n=0

(−1)n
(α− 2)(α− 3 · 4)(α− 5 · 6) · · · [α− (2n− 1)2n]

(2n+ 1)!
u2n+1

(16.28)

如果式 (16.28) 中的任一级数要具有物理意义，它必须是收敛的。虽然其中包含 (−1)n，看

似是交错级数，但实际上并非如此，因为涉及 α 的因子可能为正也可能为负，因此不能使用交

错级数判别法。我们尝试使用比值检验法。以下以偶数项级数为例进行计算，奇数项计算方式

相同。记第 n项为 cn，则：

lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣a2n+2u
2n+2

a2nu2n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ 2n(2n+ 1)− α

(2n+ 1)(2n+ 2)

∣∣∣∣u2 = u2 (16.29)

因此，当 u2 < 1 时，级数收敛。

回忆 u = cos θ，而 θ = 0, π 是具有物理意义的点，分别对应 u = ±1。因此，我们希望级数

在这些点也收敛。在这种情况下，单纯的比值检验无法判断收敛性，我们尝试使用推广的比值

检验。

在 u2 = 1 时，对于足够大的 n，有：∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣
u2=1

=

∣∣∣∣ 2n(2n+ 1)− α

(2n+ 1)(2n+ 2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ n

n+ 1
− α

(2n+ 1)(2n+ 2)

∣∣∣∣
≈ 1− 1

n+ 1
≈ 1− 1

n

(16.30)

而推广的比值检验表明该级数在此情况下发散！这个结论对式 (16.28) 中的偶数项和奇数项级数

都成立。

我们可以通过某种方式使级数收敛。回忆，参数 α 是完全任意的，特别是我们可以对其加

以约束。那么我们是否可以选择某个合适的 α 使得级数收敛呢？

我们注意到，只要级数是无限的，我们就无法避免再次面对推广比值检验所导致的发散问

题。然而，如果我们选择 α使得在某一有限阶之后的所有 an 系数都为零，则级数将变为有限和，

此时 P (u) 将退化为一个多项式，从而不再存在收敛性的问题。因此，设 a0, a2, . . . , a2k 可能为

非零，而其余所有系数均为零。我们所需做的，仅是选取 α 使得 a2k+2 = 0。由递推关系可知，

此时 a2k+4, a2k+6, . . . 也都将为零。由于

a2k+2 =
2k(2k + 1)− α

(2k + 1)(2k + 2)
a2k,

因此我们必须选择

α = 2k(2k + 1) (16.31)

才能保证 a2k+2 = 0 成立，从而使偶数项级数终止。类似地，对奇数项级数而言，为使其在 a2k+1

后终止，需要有

α = (2k − 1)(2k) (16.32)
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从而使 a2k+3, a2k+5, . . . 全部为零。

将 α 选为某一特定值以使某一无限级数终止为有限多项式，仅是该问题的部分解。那么是

否有可能选择某个 α，使得偶数项和奇数项两个级数都在有限阶数后终止？

假设我们已选定 α = 2k(2k+1)，使得偶数项级数在 a2k 后终止。此时奇数项级数的递推关

系可以写为：

a2n+1 =
(2n− 1)2n− 2k(2k + 1)

(2n+ 1)2n
a2n−1 (16.33)

将分子设为零，我们得到一个关于 n的二次方程，其解为：

n = −k 或 n = k +
1

2
(16.34)

然而，这两个解都不是正整数！因此，用于使偶数项级数终止的 α 并不能使奇数项级数也同时

终止。为了解决这一矛盾，我们引入另一个自由参数，即 a1。若将 a1 设为零，则整个奇数项级

数将完全消除。同理，若选择 α = (2k − 1)(2k) 以使奇数项级数终止，则应将 a0 设为零以避免

偶数项。通常，a0 和 a1 的取值会依据归一化条件 P (1) = 1 来确定。

我们对上述结果总结如下：

定理 16.2 勒让德微分方程 (16.6) 存在解的条件是 α = k(k+1)，其中 k为非负整数。对应的解记

为 Pk(u)，是一个次数为 k 的多项式，称为第 k 阶勒让德多项式（Legendre polynomial）。当 k 为

偶数时，Pk(u)仅包含 u的偶次幂；当 k为奇数时，仅包含 u的奇次幂。按照惯例，有 Pk(1) = 1

对任意 k 成立。

因此，每一个 k对应一个不同的解，也对应一个不同的初始系数 a0 或 a1。这也是为什么更合

适的记法是将其写作Ck，以标记该阶多项式的归一化常数。我们可以使用公式 (16.26) 和 (16.27)，
或递推关系 (16.18) 来计算每个勒让德多项式的系数。

例 16.1 我们使用递推关系计算 0 到 4 阶的勒让德多项式。

解： P0(u) 为零次多项式，因此是常数函数，由 P0(1) = 1 可知：

P0(u) = 1.

P1(u) 是一次多项式，且不包含偶次幂，因此形式应为 C1u。由 P1(1) = 1 可知 C1 = 1，于是

P1(u) = u.

对 P2(u)，有 α = 2 · 3 = 6，由递推关系得：

a2 = −α
2
a0 = −3C2 ⇒ P2(u) = C2 − 3C2u

2.

由于 P2(u) 不含一次项，代入 P2(1) = 1 得 C2 = −1
2，从而：

P2(u) =
1

2
(3u2 − 1).
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对 P3(u)，有 α = 3 · 4 = 12，递推关系给出：

a3 =
2− α

6
a1 =

2− 12

6
C3 = −5

3
C3 ⇒ P3(u) = C3u− 5

3
C3u

3.

由于 P3(u) 不含常数项与 u2 项，代入 P3(1) = 1 可得 C3 = −3
2，于是：

P3(u) =
1

2
(5u3 − 3u).

最后计算 P4(u)，对应 α = 4 · 5 = 20。由递推关系得：

a2 = −20

2
a0 = −10C4, a4 =

6− 20

12
a2 =

35

3
C4.

因此，

P4(u) = C4 − 10C4u
2 − 35

3
C4u

4.

代入 P4(1) = 1 得 C4 =
3
8，于是：

P4(u) =
1

8
(35u4 − 30u2 + 3).

更高阶的勒让德多项式可以以类似方式继续构造。然而，我们将很快看到还有更简便的方法可

用于计算这些多项式。

在 α 被确定为形如 k(k + 1) 的情况下，我们可以计算勒让德多项式的所有系数。我们首先

将递推关系 (16.18) 重写为：

an =
(n− 2)(n− 1)− k(k + 1)

n(n− 1)
an−2

= −(k − n+ 2)(k + n− 1)

n(n− 1)
an−2, n = 2, 3, . . . , k.

(16.35)

对该公式进行一次递推，我们有：

an = (−1)2
(k − n+ 2)(k + n− 1)

n(n− 1)
· (k − n+ 4)(k + n− 3)

(n− 2)(n− 3)
an−4

= (−1)2
[(k − n+ 2)(k − n+ 4)][(k + n− 1)(k + n− 3)]

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)
an−4.

(16.36)

通过多次迭代，可以验证，对于 n = 2m或 2m+ 1，满足以下通式：

an = (−1)m[(k − n+ 2)(k − n+ 4) · · · (k − n+ 2m)]

· (k + n− 1)(k + n− 3) · · · (k + n− 2m+ 1)

n(n− 1) · · · (n− 2m+ 1)
an−2m.

(16.37)

为了进一步推进推导，我们需要分别处理 n为偶数和奇数的两种情况。我们在此处理偶数情

形，并将奇数情形留作练习。设 n = 2m，那么 k必须也是偶数，记 k = 2j。此时，由上式 (16.37)
可得：

a2m

= (−1)m
[(2j)(2j − 2) · · · (2j − 2m+ 2)][(2j + 2m− 1)(2j + 2m− 3) · · · (2j + 1)]

2m(2m− 1) · · · 1
a0

= (−1)m
[(2j)!!/(2j − 2m)!!][(2j + 2m− 1)!!/(2j − 1)!!]

(2m)!
a0

(16.38)
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其中使用了双阶乘记号 !!21，并代入恒等式（习题）：

(2l − 1)!! =
(2l)!

2ll!
, (2l)!! = 2ll!

最终可以得到：

a2m =
(−1)mj!

2j
· (2j + 2m)!

(j +m)!(j −m)!
· 1

(2m)!
a0

:= Aj(−1)m
(2j + 2m)!

(j +m)!(j −m)!
· 1

(2m)!

(16.40)

其中 Aj = a0 ·
(
j!
2j

)
。可以验证，对于奇数阶有如下表达式：

a2m+1 = Bj(−1)m
(2j + 2m+ 2)!

(j +m+ 1)!(j −m)!
· 1

(2m+ 1)!
(16.41)

其中 Bj 是某个常数。因此，偶数阶勒让德多项式可以表示为：

P2j(x) = Aj

j∑
m=0

(−1)m
(2j + 2m)!

(j +m)!(j −m)!
· x2m

(2m)!
(16.42)

而奇数阶勒让德多项式则为：

P2j+1(x) = Bj

j∑
m=0

(−1)m
(2j + 2m+ 2)!

(j +m+ 1)!(j −m)!
· x2m+1

(2m+ 1)!
(16.43)

我们现在在两个求和公式中引入新的求和指标 r = j −m，并分别令偶数阶时 n = 2j，奇数阶

时 n = 2j + 1。这样，两个表达式都可以统一写成以下形式：

Pn(x) = Kn

[n/2]∑
r=0

(−1)r
(2n− 2r)!

(n− r)! r!
· xn−2r

(n− 2r)!
(16.44)

其中，[a]表示不超过实数 a的最大整数，Kn 是一个待定常数。我们取Kn = 1
2n，使得 Pn(1) = 1

成立。由此得到标准形式：

Pn(x) =
1

2n

[n/2]∑
r=0

(−1)r
(2n− 2r)!

(n− r)! r!
· xn−2r

(n− 2r)!
(16.45)

参考超几何函数的定义以及上式，可以验证：

P2n(x) = (−1)n
(2n)!

22n(n!)2
2F1

(
−n, n+

1

2
;
1

2
;x2
)

(16.46)

以及

P2n+1(x) = (−1)n
(2n+ 1)!

22n(n!)2
x · 2F1

(
−n, n+

3

2
;
3

2
;x2
)

(16.47)

21

n!! :=


n · (n− 2) . . . 5 · 3 · 1 n > 0 积

n · (n− 2) . . . 6 · 4 · 2 n > 0 偶

1 n = −1, 0

(16.39)
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16.3 勒让德微分方程的第二个解

回忆，任一二阶线性微分方程都有两个线性无关的基本解。我们目前已找到勒让德微分方

程的一个解，即勒让德多项式。根据式 (14.25)，一旦已知一个解，就可以构造出另一个线性无

关的解。为此，我们首先将勒让德微分方程改写为如下形式，以符合式 (14.25) 的结构：

d2y

dx2
− 2x

1− x2
dy

dx
+
n(n+ 1)

1− x2
y = 0 (16.48)

这仍然是一个齐次的二阶线性微分方程，其对应的函数为：

p(x) = − 2x

1− x2
, q(x) =

n(n+ 1)

1− x2
.

利用 Pn(x) 作为已知解，我们可以构造出另一组解。记 Qn(x) 表示与 Pn(x) 线性无关的“伴随

解”。根据式 (14.25)，令常数 C = 0，我们有：

Qn(x) = KPn(x)

∫ x

α

1

P 2
n(s)

exp

[∫ s

c

2t

1− t2
dt

]
ds (16.49)

我们来计算指数部分：∫ s

c

2t

1− t2
dt = − ln |1− t2|

∣∣∣∣s
c

= − ln

∣∣∣∣1− s2

1− c2

∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣1− c2

1− s2

∣∣∣∣
从而：

exp

[∫ s

c

2t

1− t2
dt

]
=

∣∣∣∣1− c2

1− s2

∣∣∣∣ = |1− c2|
1− s2

因为 s 是勒让德多项式的自变量，亦即角度的余弦，因此 |s| ≤ 1，故 1− s2 ≥ 0。于是得到：

Qn(x) = AnPn(x)

∫ x

α

ds

(1− s2)P 2
n(s)

(16.50)

其中 An := K|1− c2| 是一个任意常数，α是区间 [−1,+1] 内的任意常数。下标 n表示该常数可

能随阶数而变。这些新的解称为“第二类勒让德函数”（Legendre functions of the second kind）。需

要注意的是，与 Pn(x) 不同，Qn(x) 在 x = ±1 处行为不良，因为式 (16.50) 的被积函数分母中

含有 1− s2，在端点趋于零。因此在本书中我们将不使用这些第二解。

例 16.2 求 Q0(x) 和 Q1(x)：勒让德微分方程的第二类解对应 n = 0 与 n = 1 的情形。

解： 由例 16.1 可知 P0(x) = 1。因此，

Q0(x) = A0

∫ x

α

ds

1− s2
=
A0

2

∫ x

α

(
1

1 + s
+

1

1− s

)
ds

= A0

[
1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣− 1

2
ln

∣∣∣∣1 + α

1− α

∣∣∣∣] (16.51)

若取 A0 = 1 且 α = 0，则得标准形式：

Q0(x) =
1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣ 当 |x| < 1 (16.52)

类似地，由 P1(x) = x，我们有：

Q1(x) = A1x

∫ x

α

ds

(1− s2)s2
(16.53)
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在计算过程中，使用了如下分式展开：

1

(1− s2)s2
=

1

s2
+

1

2(1− s)
+

1

2(1 + s)
,

从而使积分变为初等函数。最终形式为：

Q1(x) = Ax+Bx ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣+ C 当 |x| < 1, (16.54)

其中 A,B,C 为常数。按照惯例，取 A = 0，B = 1
2，C = −1，则：

Q1(x) =
1

2
x ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣− 1. (16.55)
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16.4 完整解

在得到了拉普拉斯方程的角向解之后，我们现在来处理径向部分。给定 α = k(k+1)，我们

可以将式 (16.2) 中的第一个方程写成：

r2
d2R

dr2
+ 2r

dR

dr
− k(k + 1)R = 0 (16.56)

由于 p2(0) = 0，我们必须考虑形如

R(r) = rs
∞∑
n=0

bnr
n

的解。对该级数求导并代入方程 (16.56) 中，得到：

∞∑
n=0

[(n+ s)(n+ s+ 1)− k(k + 1)] bnr
n+s = 0

因此有：

[(n+ s)(n+ s+ 1)− k(k + 1)] bn = 0, n = 0, 1, 2, . . .

特别地，对 n = 0，在假设 b0 6= 0 的前提下，得到判别方程：

s(s+ 1)− k(k + 1) = 0 ⇒ s = k 或 s = −k − 1

当 s = k 时，代入一般 n ≥ 1 的项，得：

[(n+ k)(n+ k + 1)− k(k + 1)] bn = 0 ⇒ n(n+ 2k + 1)bn = 0

由于 n和 n+ 2k + 1 均不为零，故 bn = 0 对所有 n ≥ 1 成立。因此，对 s = k，我们得到解：

R(r) = Akr
k,

其中 Ak 是任意常数（先前记作 b0）。当 s = −k − 1 时，有：

[(n− k − 1)(n− k)− k(k + 1)] bn = 0 ⇒ n(n− 2k − 1)bn = 0

这意味着 n = 2k + 1 时 bn 可为非零，其余 bn = 0。但此时

R(r) = r−k−1b2k+1r
2k+1 = b2k+1r

k,

它只是我们已知解的一个常数倍。因此，假设 n 6= 2k + 1，则 bn = 0 对所有 n ≥ 1 成立，得到

另一个解：

R(r) = Bkr
−k−1,

其中 Bk 是另一个任意常数。因此，径向微分方程的通解为：

Rk(r) := Akr
k +

Bk
rk+1

, k = 0, 1, 2, . . . (16.57)
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定理 16.3 为了求解拉普拉斯方程在球坐标系中最一般的方位角对称解，我们将每个 k值对应的

径向解与角向解（勒让德多项式）相乘，并对所有可能的 k 进行求和，得到：

Φ(r, θ) =

∞∑
k=0

(
Akr

k +
Bk
rk+1

)
Pk(cos θ) (16.58)

其中我们已将 u替换为 cos θ。

式 (16.58) 给出了拉普拉斯方程的一般解。我们将会通过一些例子来说明如何应用该式解决

具有代表性的问题。但在此之前，我们考虑：从一个已知的特解出发，来揭示勒让德多项式的

一个重要性质。

容易验证函数 1/|r − r0| 是拉普拉斯方程的解（除了 r0 点）。一般来说，|r − r0| 不具有方

位对称性，但若将 r0 放在 z 轴上，φ的依赖性便会消失。实际上，设 r0 = a êz，则有：

|r− r0| = |r− aêz| =
√
r2 + a2 − 2ar cos θ

根据式 (16.58)，解 1/|r− aêz| 可表示为：

1√
r2 + a2 − 2ar cos θ

=
∞∑
k=0

(
Akr

k +
Bk
rk+1

)
Pk(cos θ)

我们关注的是半径为 a 的球内部区域。由于该区域包含原点，因此不允许出现负幂次项，即必

须有 Bk = 0。为了确定 Ak，在两边取 θ = 0，利用 Pk(1) = 1，得：

1√
r2 + a2 − 2ar

=
1

|r − a|
=

1

a− r
=

∞∑
k=0

Akr
k

注意 r/a < 1，可将左边展开为 r/a 的幂级数：

1

a− r
=

1

a(1− r/a)
=

1

a

∞∑
k=0

(r
a

)k
=

∞∑
k=0

rk

ak+1

将上式与前式比较，得：

Ak =
1

ak+1

因此：
1√

r2 + a2 − 2ar cos θ
=

1

a

∞∑
k=0

(r
a

)k
Pk(cos θ), r < a

令 t := r/a，u := cos θ，可得一个非常重要的公式：

g(t, u) :=
1√

1 + t2 − 2tu
=

∞∑
k=0

tkPk(u) (16.59)

右边可以看作是函数 g(t, u) 关于 t的泰勒级数展开。

定理 16.4 函数 g(t, u) := 1/
√
1 + t2 − 2tu 在 t = 0 附近的泰勒级数展开中，第 k 阶系数正是勒

让德多项式 Pk(u)。具体地，有：

Pk(u) =
1

k!

∂k

∂tk

(
1√

1 + t2 − 2tu

)∣∣∣∣
t=0

(16.60)

函数 g(t, u) 被称为勒让德多项式的生成函数（generating function）。
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例 16.3 作为生成函数在势理论中的一个直接应用，我们考虑如下形式的静电或引力势：

解： 该势函数可写为：

Φ(r) = K

∫∫
Ω

dQ(r′)

|r− r′|
(16.61)

其中，K 在静电学中为 ke，在引力理论中为 −G，Q表示电荷或质量。假设 r � r′，我们可以

将 r′/r 记作 t，并在其幂次下展开 1/|r− r′|。关键在于以下展开式：

1

|r− r′|
=

1√
r2 + r′2 − 2r · r′

=
1

r
· 1√

1 + t2 − 2t cos γ
=

1

r

∞∑
k=0

tkPk(cos γ)

其中 γ 是矢量 r 与 r′ 之间的夹角，展开使用了式 (16.59)。将上述展开代入式 (16.61) 中，得到：

Φ(r) = K

∫∫
Ω

∞∑
k=0

r′k

rk+1
Pk(cos γ) dQ(r′) = K

∞∑
k=0

Qk
rk+1

(16.62)

其中我们引入了源分布的第 k 阶“矩”：

Qk :=

∫∫
Ω
r′kPk(cos γ) dQ(r′) (16.63)

这里 dQ(r′) 是源分布的微元，因此Qk 是一个与 r 无关的常数，但 cos γ 是 θ 与 φ的函数，因此

积分完成之后，Φ(r) 的结果仍依赖于这些角度变量。这些Qk 所代表的是源（电荷或质量）分布

的内在性质，因而不应依赖于观测点（即 θ 和 φ）。因此在此层次上，使用笛卡尔坐标比球坐标

更方便。在笛卡尔坐标下，我们可以将带撇与不带撇的变量完全分离，并将多极矩完全定义为

源密度函数的积分。这并不意味着球坐标中无法实现完全的分离。实际上，可以利用球谐函数

来完成这种分离。

补充材料：球谐函数实现多极展开的变量分离

设源分布 dQ(r′) 在空间中产生势函数：

Φ(r) =
1

4πϵ0

∫
dQ(r′)

|r− r′|
.

当观测点 r 远离源区，且 r′ < r 时，可以利用球谐函数展开：

1

|r− r′|
=

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=−ℓ

4π

2ℓ+ 1

r′ℓ

rℓ+1
Y ∗
ℓm(θ

′, φ′)Yℓm(θ, φ).

代入势函数表达式，并将积分部分定义为球谐多极矩：

Qℓm =

∫
r′ℓY ∗

ℓm(θ
′, φ′) dQ(r′),

得到变量完全分离的展开式：

Φ(r) =
1

ϵ0

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=−ℓ

1

2ℓ+ 1

Qℓm
rℓ+1

Yℓm(θ, φ).

由此可见，Qℓm 完全由源分布决定，而 θ, φ依赖于观测点。这种展开实现了变量的彻底分

离，使得多极矩在球坐标下具有清晰的物理意义。
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16.5 勒让德多项式的性质

从勒让德微分方程、生成函数以及前面导出的其他公式中，我们可以得到一系列关于勒让

德多项式的性质与关系式。

16.5.1 奇偶性

最简单且最直接的性质是关于奇偶性的，它由以下公式给出：

Pk(−u) = (−1)kPk(u) (16.64)

这是因为当 k 为偶数时，Pk(u) 仅包含 u的偶次幂；而当 k 为奇数时，仅包含 u的奇次幂。该性

质可以看作是勒让德多项式定义中的直接推论。

16.5.2 递推关系

对勒让德多项式的生成函数（式 (16.59)）对 t求导，得到：

u− t

(1 + t2 − 2tu)3/2
=

∞∑
k=1

ktk−1Pk(u) (16.65)

将左边重写为：
u− t

1 + t2 − 2tu
· 1√

1 + t2 − 2tu
=

u− t

1 + t2 − 2tu

∞∑
k=0

tkPk(u) (16.66)

其中第二项使用了生成函数（式 (16.59)）展开。将式 (16.65) 与式 (16.66) 的右边相等，并将等式

两边乘以 1 + t2 − 2tu，得到：

(t− u)

∞∑
k=0

tkPk(u) + (1 + t2 − 2tu)

∞∑
k=1

ktk−1Pk(u) = 0

展开后变为：
∞∑
k=0

tk+1Pk(u)− u

∞∑
k=0

tkPk(u) +

∞∑
k=1

ktk−1Pk(u)

+
∞∑
k=1

ktk+1Pk(u)− 2u
∞∑
k=1

ktkPk(u) = 0

为使所有求和中的幂次统一，我们对求和指标作如下代换：令 k = n − 1 在第一个与第四项中，

k = n在第二与第五项中，k = n+ 1 在第三项中，整理后得：
∞∑
n

[Pn−1(u)− uPn(u) + (n+ 1)Pn+1(u) + (n− 1)Pn−1(u)− 2unPn(u)] t
n = 0

因为幂级数恒为零当且仅当各阶系数全为零，故上式中每个 tn 项的系数必须满足：

(2n+ 1)uPn(u) = (n+ 1)Pn+1(u) + nPn−1(u), n = 1, 2, 3, . . . (16.67)

这个递推关系是生成所有勒让德多项式的重要工具。结合 P0(u) = 1 与 P1(u) = u，可以递推计

算任意阶的 Pn(u)。
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例 16.4 使用递推关系 (16.67) 推导 P2(u) 和 P3(u) 的显式表达式。

解： 对于 n = 1，递推关系 (16.67) 给出：

3uP1(u) = 2P2(u) + P0(u) ⇒ 3u2 = 2P2(u) + 1 ⇒ P2(u) =
1

2
(3u2 − 1)

对于 n = 2，有：

5uP2(u) = 3P3(u) + 2P1(u) ⇒
5

2
u(3u2 − 1) = 3P3(u) + 2u⇒ P3(u) =

1

2
(5u3 − 3u)

依此类推，可以使用该递推关系继续构造更高阶的勒让德多项式。

递推关系还可以用于计算 Pn(0)，这在实际问题中是一个有用的量。我们直接给出结论（作

业）。当 n为奇数时，有：

Pn(0) = 0

当 n为偶数时，有：

P2n(0) = (−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!
= (−1)n

(2n)!

22n(n!)2
(16.68)

例 16.5 也可以通过在生成函数式 (16.59) 中令 u = 0 来求得 Pn(0)。

解： 将 u = 0 代入生成函数：
1√

1 + t2
=

∞∑
k=0

tkPk(0)

左边是 (1 + t2)−1/2，可以使用二项式展开22：

(1 + t2)−1/2 = 1 +
∞∑
n=1

(
−1

2

) (
−1

2 − 1
)
· · ·
(
−1

2 − n+ 1
)

n!
(t2)n

= 1 +

∞∑
n=1

(−1)n
1
2

(
1
2 + 1

)
· · ·
(
n− 1

2

)
n!

t2n

= 1 +
∞∑
n=1

(−1)n
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2nn!
t2n

将右侧与前式右边的级数比较可知，当 n为奇数时，Pn(0) = 0，而对于偶数阶有：

P2n(0) = (−1)n
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2nn!
= (−1)n

(2n− 1)!!

2nn!

由于 2nn! = (2n)!!，这与之前的公式 (16.68) 一致。
22

(1 + x)α = 1 +

∞∑
n=1

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn, −1 < x < 1. (16.69)
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16.5.3 正交性

勒让德多项式最有用的性质之一是它们之间的正交性。将 Pn 和 Pm 对应的勒让德微分方程

写为：
d

du

[
(1− u2)P ′

n(u)
]
+ n(n+ 1)Pn(u) = 0

d

du

[
(1− u2)P ′

m(u)
]
+m(m+ 1)Pm(u) = 0

其中 P ′
n(u) 表示对 u的导数。将第一式两边乘以 Pm(u)，第二式乘以 Pn(u)，然后在 u ∈ [−1, 1]

上积分，得到：∫ 1

−1

d

du

[
(1− u2)P ′

n(u)
]
Pm(u) du+ n(n+ 1)

∫ 1

−1
Pn(u)Pm(u) du = 0∫ 1

−1

d

du

[
(1− u2)P ′

m(u)
]
Pn(u) du+m(m+ 1)

∫ 1

−1
Pm(u)Pn(u) du = 0 (16.70)

对第一个积分部分进行分部积分：∫ 1

−1

d

du

[
(1− u2)P ′

n(u)
]
Pm(u) du = (1− u2)P ′

n(u)Pm(u)
∣∣1
−1︸ ︷︷ ︸

=0，因为(1−u2)=0 在端点处

−
∫ 1

−1
(1− u2)P ′

n(u)P
′
m(u) du

式 (16.70) 第二行中的第一个积分也得出相同结果。因此，将两式相减，得到：

[n(n+ 1)−m(m+ 1)]

∫ 1

−1
Pn(u)Pm(u) du = 0

于是我们得到如下定理：

定理 16.5 若m 6= n，则有 ∫ 1

−1
Pn(u)Pm(u) du = 0

也就是说，若将内积定义为区间 [−1, 1] 上的定积分，则不同阶的勒让德多项式是正交的。

我们立即运用前面推导的正交性定理。对生成函数式 (16.59) 的两边平方，并注意乘积中要

引入求和亚指标，然后在区间 [−1, 1] 上对 u积分：∫ 1

−1

du

1 + t2 − 2tu
=

∫ 1

−1

( ∞∑
k=0

tkPk(u)

)( ∞∑
m=0

tmPm(u)

)
du (16.71)

右边可以将求和与积分顺序对调：

RHS =
∞∑
k=0

∞∑
m=0

tk+m
∫ 1

−1
Pk(u)Pm(u) du︸ ︷︷ ︸
=0，除非m=k

根据定理 16.5，只有m = k 时积分不为零。因此双重求和简化为单重求和：

RHS =
∞∑
k=0

t2k
∫ 1

−1
P 2
k (u) du
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我们计算左边的积分。令 y = 1 + t2 − 2tu，则 dy = −2t du，从而：

LHS = − 1

2t

∫ (1−t)2

(1+t)2

dy

y
=

1

t
[ln(1 + t)− ln(1− t)]

可将其展开为：
1

t
[ln(1 + t)− ln(1− t)] = 2

∞∑
k=0

t2k

2k + 1
(16.72)

由于该函数是 t的偶函数，级数中只含有偶次幂。将式 (16.71) 的左右两边结果相等，得到：

2

∞∑
k=0

t2k

2k + 1
=

∞∑
k=0

t2k
∫ 1

−1
P 2
k (u) du

对比两边级数中 t2k 的系数，得： ∫ 1

−1
P 2
k (u) du =

2

2k + 1

将该结果与定理 16.5 中的正交性结合，并引入克罗内克（Kronecker）δmn，得到勒让德多项式

的正交归一化关系： ∫ 1

−1
Pm(u)Pn(u) du =

2

2n+ 1
δmn (16.73)

16.5.4 罗德里格公式（Rodrigues Formula）

我们在讨论勒让德多项式时，最初是通过将其表示为无穷级数展开，并根据物理限制对该

级数进行了截断。在展开过程中，我们指出，通过弗罗贝尼乌斯方法得到的递推关系可以将所

有多项式的系数表示为 a0 和 a1 的函数。

随后，我们发现勒让德多项式可以通过生成函数的导数表达为一个“解析”形式。该生成函数

在推导公式 (16.73) 的过程中展现出了其强大的作用，而这也为我们接下来引出著名的罗德里格

公式打下了基础。

勒让德多项式还有另一种解析形式的表达式，即著名的罗德里格公式，它给出如下形式：

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
[
(x2 − 1)n

]
(16.74)

为了验证右边确实给出了第 n 阶勒让德多项式，我们可以证明它满足相应的勒让德微分方程。

最“优雅”的推导方法是借助复变函数理论，其中导数可表示为积分形式。设 f(z) = (z2−1)n，则

根据柯西积分公式：

(z2 − 1)n =
1

2πi

∮
C

(ξ2 − 1)n

ξ − z
dξ

结合导数的柯西积分公式和 (16.74)，得到：

Pn(z) =
1

2nn!

dn

dzn
[
(z2 − 1)n

]
=

1

2n(2πi)

∮
C

(ξ2 − 1)n

(ξ − z)n+1
dξ
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我们计算 P ′
n(z) 与 P ′′

n (z)，对被积函数的分母进行求导：

dP

dz
=

1

2n(2πi)

∮
C

d

dz

[
(ξ2 − 1)n

(ξ − z)n+1

]
dξ =

n+ 1

2n(2πi)

∮
C

(ξ2 − 1)n

(ξ − z)n+2
dξ

d2P

dz2
=

d

dz

(
dP

dz

)
=

(n+ 1)(n+ 2)

2n(2πi)

∮
C

(ξ2 − 1)n

(ξ − z)n+3
dξ

将上述表达式代入勒让德方程：

(1− z2)
d2P

dz2
− 2z

dP

dz
+ n(n+ 1)P

可以写为：
n+ 1

2n(2πi)

∮
C

(ξ2 − 1)n
[
nξ2 − 2(n+ 1)ξz + n+ 2

]
(ξ − z)n+3

dξ

容易验证：
(ξ2 − 1)n

[
nξ2 − 2(n+ 1)ξz + n+ 2

]
(ξ − z)n+3

=
d

dξ

[
(ξ2 − 1)n+1

(ξ − z)n+2

]
因此，被积函数是某函数的导数，而积分路径是闭合曲线，因此积分结果为零。

综上所述，罗德里格公式所定义的 Pn(x) 确实满足勒让德微分方程，从而证实该表达式确

实定义了勒让德多项式。

例 16.6 作为罗德里格公式的一个应用，计算下列积分：

I =

∫ 1

−1
xkPn(x) dx 其中 k ≤ n

解： 方法是将 Pn(x) 用罗德里格公式的右端替换（见公式 (16.74)），并反复分部积分。首次分

部积分后，有：

I =
1

2nn!

∫ 1

−1
xk︸︷︷︸
u

dn

dxn
[
(x2 − 1)n

]
dx︸ ︷︷ ︸

dv

=
1

2nn!

{
xk

dn−1

dxn−1

[
(x2 − 1)n

]∣∣∣∣1
−1

−
∫ 1

−1
kxk−1 d

n−1

dxn−1

[
(x2 − 1)n

]
dx

}
上述右边第一项为零，这是因为每次对 (x2 − 1)n 微分最多降低一个次数，n − 1 次微分后，仍

保留因子 (x2 − 1)，在 x = ±1 处都为零。继续分部积分，得：

I = −kx
k−1

2nn!

dn−2

dxn−2

[
(x2 − 1)n

]∣∣∣∣1
−1︸ ︷︷ ︸

=0,同理

+
1

2nn!

∫ 1

−1
(−1)2k(k − 1)xk−2 d

n−2

dxn−2

[
(x2 − 1)n

]
dx

重复 k 次分部积分后，有：

I =
(−1)k

2nn!
k!

∫ 1

−1

dn−k

dxn−k
[
(x2 − 1)n

]
dx

由于每次微分 (x2 − 1)n 仍保持端点值为零的性质，若 k < n，最终积分仍为零。若 k = n，最

后无导数项，只需直接积分：

I =
(−1)n

2nn!
n!

∫ 1

−1
(x2 − 1)ndx =

(−1)n

2n

∫ 1

−1
(x2 − 1)ndx
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容易得到： ∫ 1

−1
(x2 − 1)ndx = (−1)n22n+1 (n!)2

(2n+ 1)!

代入得：

I =
2n+1(n!)2

(2n+ 1)!

因此，可以总结为： ∫ 1

−1
xkPn(x) dx =

0 若k < n

2n+1(n!)2

(2n+1)! 若k = n
(26.45)

如果将 xk 替换为 x的任意次数不超过 k 的多项式，并且 n > k，则积分仍然为零。
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16.6 勒让德多项式展开

勒让德多项式的正交性——就像傅里叶三角函数的正交性一样——使得它们在 (−1,+1) 区

间上展开函数时非常有用。设 f(x) 是定义在区间 (−1, 1) 上的函数，则可将其展开为：

f(x) =

∞∑
n=0

cnPn(x) (16.75)

我们希望求出系数 cn。为此，将展开式两边同乘以 Pm(x) 并在 [−1, 1] 上积分。在左边得到：∫ 1

−1
f(x)Pm(x) dx

而右边为：∫ 1

−1

( ∞∑
n=0

cnPn(x)

)
Pm(x) dx =

∞∑
n=0

cn

∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x) dx︸ ︷︷ ︸

= 2
2n+1

δmn，见公式 (16.73)

= cm · 2

2m+ 1

令左右两边相等，得到：

cm =
2m+ 1

2

∫ 1

−1
f(x)Pm(x) dx 或记作 cn =

2n+ 1

2

∫ 1

−1
f(x)Pn(x) dx (16.76)

公式 (16.75) 与 (16.76) 给出了将任意定义在 (−1, 1) 区间上的函数 f(x) 展开为勒让德多项式级

数的方法。若 f(x) 是次数为 k 的多项式，则它可以表示为不超过 k 阶的勒让德多项式的有限和。

事实上，当 f(x) = xk 时，由例 16.6 可知：

cn =
2n+ 1

2

∫ 1

−1
xkPn(x) dx = 0, 当n > k

因此在勒让德级数展开中，k 次以上的所有系数 cn 全部为零。

例 16.7 我们希望将如下定义的函数 f(x) 展开为勒让德多项式级数：

f(x) =

V0, 0 < x ≤ 1

−V0, −1 ≤ x < 0

解： 根据公式 (16.76)，展开系数 cn 可由如下积分计算：

cn =
2n+ 1

2

∫ 1

−1
f(x)Pn(x) dx

=
2n+ 1

2

[∫ 0

−1
(−V0)Pn(x) dx+

∫ 1

0
V0Pn(x) dx

]
=

2n+ 1

2
V0

[
−
∫ 0

−1
Pn(x) dx+

∫ 1

0
Pn(x) dx

]
(16.77)

对第一个积分作变量代换 x = −y，则有：∫ 0

−1
Pn(x) dx =

∫ 1

0
Pn(−y) dy = (−1)n

∫ 1

0
Pn(x) dx
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代入 (16.77) 式得：

cn =
2n+ 1

2
V0 [1− (−1)n]

∫ 1

0
Pn(x) dx =

0, n为偶数

(2n+ 1)V0
∫ 1
0 Pn(x) dx, n = 2k + 1 为奇数

接下来我们计算奇数阶勒让德多项式在 (0, 1) 上的积分。利用罗德里格公式有：∫ 1

0
P2k+1(x) dx =

1

22k+1(2k + 1)!

∫ 1

0

d2k+1

dx2k+1

[
(x2 − 1)2k+1

]
dx

按分部积分公式可得：

=
1

22k+1(2k + 1)!

d2k

dx2k

[
(x2 − 1)2k+1

]∣∣∣∣1
0

由于在 x = 1，所有项仍含有 (x2 − 1) 因此为 0。故只需计算在 x = 0 处的项：

d2k

dx2k

[
(x2 − 1)2k+1

]∣∣∣∣
x=0

= −
2k+1∑
j=0

(
2k + 1

j

)
(−1)j

d2k

dx2k
x2j

∣∣∣∣∣∣
x=0

仅当 j = k 时结果非零：

= −
(
2k + 1

k

)
(−1)k · (2k)! = (2k + 1)!

k!(k + 1)!
(−1)k+1(2k)!

因此： ∫ 1

0
P2k+1(x) dx =

(−1)k(2k)!

22k+1k!(k + 1)!
(16.78)

代入 c2k+1 表达式：

c2k+1 = (4k + 3)V0 ·
(−1)k(2k)!

22k+1k!(k + 1)!

最终展开式为：

f(x) = V0

∞∑
k=0

(−1)k(4k + 3)(2k)!

22k+1k!(k + 1)!
P2k+1(x) = V0

[
3

2
P1(x)−

7

8
P3(x) +

11

16
P5(x)− · · ·

]

例 16.8 我们可以直接得到狄拉克 δ 函数的勒让德展开式。其展开系数为：

cn =
2n+ 1

2

∫ 1

−1
f(x)Pn(x) dx =

2n+ 1

2

∫ 1

−1
δ(x)Pn(x) dx =

2n+ 1

2
Pn(0)

根据公式 (16.68) 及其前文讨论，我们知道 Pn(0)在 n为奇数时为 0，因此 cn = 0（当 n为奇数），

而当 n = 2k 为偶数时，

c2k =
2(2k) + 1

2
· (−1)k

(2k)!

22k(k!)2
=

4k + 1

2
(−1)k

(2k)!

22k(k!)2

因此，δ 函数的勒让德展开为：

δ(x) =
∞∑
k=0

(−1)k
(4k + 1)(2k)!

22k+1(k!)2
P2k(x)
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16.7 物理实例

涉及拉普拉斯方程的最常见物理问题出现在静电学中的空腔问题和稳态热传导问题中。在

这些问题中，通常给定一个表面，其电势或温度被保持在某个（不一定均匀的）值上，而我们关

心的是远离该表面的电势或温度分布。在本节讨论的中，这些表面通常是球面或球面的一部分。

图 109: (a) 温度分别为 T0 与 −T0 的两个导热半球组成的整球体。(b) 两个导电半球分别维持电

势 V0 与 −V0。上半球极角满足 0 ≤ θ < π/2，即 0 < cos θ ≤ 1，下半球为 π/2 < θ ≤ π，即

−1 ≤ cos θ < 0。

例 16.9 两个半径为 a的实心导热半球之间通过一层极薄的绝热层隔开，构成一整个球体。两个

半球分别接触于温度为 T0 和 −T0 的两个（无限大）热源，如图 109 (a) 所示。我们希望求解球

体内部的温度分布 T (r, θ, φ)。

选取球坐标系，使原点位于球心，极轴垂直于赤道面。设温度为 T0 的半球为北半球。由于

问题具有方位对称性，T 与 φ无关，可直接利用公式 (16.58) 写出一般解。由于原点包含在我们

关心的区域中，必须排除 r 的负次幂项，即设所有 Bn = 0，故解为：

T (r, θ) =

∞∑
n=0

Anr
nPn(cos θ) (16.79)

接下来需确定各系数 An。由边界条件知：

T (a, θ) =

T0, 0 ≤ θ < π
2

−T0, π
2 < θ ≤ π

令 u = cos θ，则有：

T (a, u) =

−T0, −1 ≤ u < 0

T0, 0 < u ≤ 1

代入展开式 (16.79) 得：

T (a, u) =

∞∑
n=0

cnPn(u), 其中cn := Ana
n (16.80)

这个展开式（仅变量不同）与例 16.7 中完全一致。由该例可知，所有偶数阶系数为零，奇数阶

系数为：

c2k+1 = A2k+1a
2k+1 =

(−1)k(4k + 3)(2k)!

22k+1k!(k + 1)!
T0
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由此解得：

A2k+1 =
(−1)k(4k + 3)(2k)!

22k+1k!(k + 1)!
· T0
a2k+1

代入 (16.79) 中，得球内温度分布为：

T (r, θ) = T0

∞∑
k=0

(−1)k(4k + 3)(2k)!

22k+1k!(k + 1)!

(r
a

)2k+1
P2k+1(cos θ) (16.81)

例 16.10 考虑两个半径为 a的导电半球，其赤道处由一层很薄的绝缘层隔开，如图 109 (b) 所示。

上半球维持在电势 V0，下半球维持在电势 −V0。我们希望求出球体外部空间的电势分布。

由于电势在无穷远处趋于零，因此在公式 (16.58) 中不应出现 r的正次幂项，即 Ak = 0。为

确定 Bk，令 r = a，并设 u = cos θ，则：

Φ(a, u) =
∞∑
k=0

Bk
ak+1︸ ︷︷ ︸
:=ck

Pk(u),

其中边界条件为：

Φ(a, u) =

−V0, −1 < u < 0

+V0, 0 < u < 1

系数 ck 的计算与例 16.7 完全相同，结果为：

ck = 0 （当 k 为偶数）, c2m+1 =
B2m+1

a2m+2
= (−1)m

(4m+ 3)(2m)!

22m+1(m+ 1)!m!
V0

解得：

B2m+1 = (−1)m
(4m+ 3)(2m)!

22m+1m!(m+ 1)!
a2m+2V0

代入电势展开式中，得到球外电势的多极展开形式：

Φ(r, θ) = V0

∞∑
m=0

(−1)m
(4m+ 3)(2m)!

22m+1m!(m+ 1)!

(a
r

)2m+2
P2m+1(cos θ) (16.82)

值得注意的是，展开式中不含单极项（即 1/r 项），因为两半球的总电荷为零。这与本问题的对

称性一致：我们期望两个半球的表面电荷密度大小相等，符号相反。

例 16.11 作为拉普拉斯方程在球坐标系中求解的又一个例子，考虑一个接地的中性导体球，半

径为 a，置于一开始为均匀的电场 E0 中（如图 110 所示）。我们希望求出球体外部的静电势。

选择电场沿正 z 方向，并将球心置于原点，由于系统具有方位对称性，通解由公式 (16.58)
给出。球外边界包括球面本身以及无穷远处。在无穷远处，电势趋于原始均匀电场的电势，因

为球上感应电荷产生的场在远处趋于零。由下式可得该电势：

E = E0êz = −∇Φ ⇒ Φ(r, θ) = −E0z = −E0r cos θ = −E0rP1(cos θ), r → ∞
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图 110: 导体球体置于均匀外电场中，远离球体的电场近似保持均匀。

比较此结果与展开式 (16.58) 的渐近形式，

∞∑
k=0

Akr
kPk(u) → −E0rP1(u),

由勒让德多项式的正交性可得：

Ak = 0 (k = 0 或 k ≥ 2), A1 = −E0

接下来施加球面边界条件 Φ(a, θ) = 0：

0 = A1aP1(u) +

∞∑
k=0

Bk
ak+1

Pk(u) =
B0

a
+

(
B1

a2
− E0a

)
P1(u) +

∞∑
k=2

Bk
ak+1

Pk(u)

由正交性再次得到：

B0 = 0, B1 = E0a
3, Bk = 0 (k ≥ 2)

将上述系数代入 (16.58)，得到球外电势分布为：

Φ(r, θ) = −E0

(
r − a3

r2

)
P1(cos θ) (16.83)

由该电势可进一步计算电场：

E = −∇Φ = −êr
∂Φ

∂r
− êθ

1

r

∂Φ

∂θ

分别计算得：

Er = −∂Φ
∂r

= E0

(
1 + 2

a3

r3

)
cos θ

Eθ = −1

r

∂Φ

∂θ
= −E0

(
1− a3

r3

)
sin θ

Eφ = 0

电场由两部分组成：原始均匀场

E0 = E0(cos θêr − sin θêθ)

以及球面上感应电荷产生的场

Esph =
a3E0

r3
(2 cos θêr + sin θêθ)
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这与电偶极子场一致，其偶极矩为：

p =
a3E0

ke
= 4πϵ0a

3E0

值得注意的是，在 r = a处，电场仅有径向分量 Er，符合静电场垂直导体表面的特性。且由边

界条件 E = σ/ϵ0 可得表面电荷密度：

σ = ϵ0Er|r=a = 3ϵ0E0 cos θ

这表明正电荷聚集在“上”半球（图中右侧），而负电荷分布在“下”半球（图中左侧）。
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16.8 补充材料：多极展开（Multipole Expansion）

函数幂级数展开在势理论中具有重要应用。电势或引力势可以表示为

Φ(r) = K

∫∫
Ω

dQ(r′)

|r− r′|
, (16.84)

其中K 对于静电场取 ke，对于引力场取 −G，而 Q表示电荷或质量。在一些应用中（尤其是静

电场中），当场点 P 到原点的距离远大于源点 P ′ 到原点的距离时，即 r � r′，可将 ϵ = r′/r 作

为小参数进行展开。其关键在于对 1/|r− r′| 进行级数展开：

1

|r− r′|
=

1√
r2 + r′2 − 2r · r′

=
1

r
√
1 + ϵ2 − 2ϵêr · êr′

=
1

r

(
1 + ϵ2 − 2ϵêr · êr′

)−1/2

利用二项式展开公式，取 α = −1
2，x = ϵ2 − 2ϵêr · êr′，保留到 ϵ2 次，有：

1

|r− r′|
=

1

r

{
1− 1

2
(ϵ2 − 2ϵêr · êr′) +

3

8
(ϵ2 − 2ϵêr · êr′)2 + · · ·

}
=

1

r

{
1 + ϵêr · êr′ + ϵ2

[
−1

2
+

3

2
(êr · êr′)2

]
+ · · ·

}
=

1

r
+

êr · r′

r2
+
r′2

r3

[
−1

2
+

3

2
(êr · êr′)2

]
+ · · · (16.85)

将此展开代入 (16.84) 得到：

Φ(r) =
K

r

∫∫
Ω
dQ(r′) +

K

r2
êr ·

∫∫
Ω
r′ dQ(r′)

+
K

r3

∫∫
Ω
r′2
[
−1

2
+

3

2
(êr · êr′)2

]
dQ(r′) + · · ·

=
KQ

r
+
K

r2
êr · pQ +

K

r3

∫∫
Ω
r′2
[
−1

2
+

3

2
(êr · êr′)2

]
dQ(r′) + · · · (16.86)

其中总电量（或质量）为

Q :=

∫∫
Ω
dQ(r′)

称为 Q 的零阶矩。一阶矩（即电偶极矩）定义为：

pQ :=

∫∫
Ω
r′ dQ(r′) (16.87)

对于离散源，(16.84) 中的积分改为求和，形式不变。例如 N 个点源 {Qk} 位于位置 {rk}，
则偶极矩为：

pQ =
N∑
k=1

Qkrk (16.88)

对于两个电荷 q1 = +q 和 q2 = −q，其偶极矩为：

p = qr1 − qr2 = q(r1 − r2) (16.89)

因此，等量异号电荷偶极矩的大小为电荷量 q 与负电荷指向正电荷的位移向量的乘积。
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例 16.12 电偶极子在自然界中相当常见。例如，远离天线的地方可以将其近似为偶极子；在原

子跃迁过程中，人们使用所谓的“偶极近似”来计算跃迁速率和态的寿命。

我们来看偶极子势能的显式表达式，即式 (16.86) 右侧第二项。在笛卡尔坐标中，若偶极矩

沿 z 轴方向（即 p = pêz），则势函数为：

Φdip(x, y, z) =
ke
r2

êr · p =
ke
r3

r · p =
kepz

(x2 + y2 + z2)3/2
(16.90)

更为重要的是在球坐标中的表达式：

Φdip(r, θ, φ) =
kep

r2
êr · êz︸ ︷︷ ︸
=cos θ

=
kep

r2
cos θ (16.91)

该表达式呈现出方位角对称性（与 φ无关），这是因为我们选择了 p 沿 z 轴的方向。

例 16.13 我们已经得到了电偶极子的静电势在球坐标系中。利用梯度公式，我们可以计算电场

E = −∇Φ，其在球坐标系中的三个分量如下：

Er = −
∂Φdip

∂r
= − ∂

∂r

(
kep cos θ

r2

)
=

2kep cos θ

r3

Eθ = −1

r

∂Φdip

∂θ
= −1

r

∂

∂θ

(
kep cos θ

r2

)
=
kep sin θ

r3

Eφ = − 1

r sin θ

∂Φdip

∂φ
= − 1

r sin θ

∂

∂φ

(
kep cos θ

r2

)
= 0

因此，电偶极子的电场为：

Edip =
kep

r3
(2êr cos θ + êθ sin θ) (16.92)

这就是偶极子所特有的电场形式。
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17 拉普拉斯方程：柱坐标系

在探讨柱坐标系中的具体例题之前，我们先讨论一个具有更广泛意义的问题。变量分离法

会将拉普拉斯方程转化为常微分方程，并引入一些分离常数。对于这些常数，不同的符号选择

可能导致解的函数形式不同。例如，微分方程

d2x

dt2
− kx = 0

当 k > 0 时其通解为指数函数，而当 k < 0 时则为三角函数。在没有额外信息的情况下，我们无

法预设 k 的符号，因此该常数的符号是未定的，通解的形式也是不确定的。然而，一旦给定边

界条件，唯一解将自动出现，而不依赖于我们起初使用的函数形式。下面的推导将展示这个观

点，它来自柱坐标系下对拉普拉斯方程进行变量分离时所得到的角变量微分方程。
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17.1 常微分方程的分离

对拉普拉斯方程 ∇2Φ = 0 使用变量分离 Φ(ρ, φ, z) = R(ρ)S(φ)Z(z)，可得如下三个常微分

方程：

d

dρ

(
ρ
dR

dρ

)
+

(
λρ+

µ

ρ

)
R = 0,

d2S

dφ2
− µS = 0,

d2Z

dz2
− λZ = 0. (17.1)

我们重点分析关于角变量 φ的方程。其通解为：

S(φ) =

Ae
√
µφ +Be−

√
µφ 当 µ 6= 0

Cφ+D 当 µ = 0

不论对势函数 Φ 施加何种边界条件，我们都要求 Φ(ρ, φ, z) 在 φ 和 φ + 2π 处取值相等，因为

(ρ, φ, z) 与 (ρ, φ+ 2π, z) 表示的是空间中的同一个点。因此，

S(φ+ 2π) = S(φ).

若 µ = 0，则该条件强制 C = 0，从而 S(φ) = D 为常数。若 µ 6= 0，得：

Ae
√
µ(φ+2π) +Be−

√
µ(φ+2π) = Ae

√
µφ +Be−

√
µφ,

即

Ae
√
µφ(e2π

√
µ − 1) +Be−

√
µφ(e−2π

√
µ − 1) = 0.

此关系对任意 φ成立的唯一非平凡可能是：

e2π
√
µ = 1.

此式对实数 µ 无非零解，为得到非平凡解，我们令
√
µ = im，其中 m = 0,±1,±2, . . .，从而

µ = −m2。在此选择下，S(φ) 所满足的方程为：

S′′ +m2S = 0,

其通解为正弦与余弦函数的线性组合。

定理 17.1 对于所有物理问题，其方位角 φ取值范围为 [0, 2π)，必须将分离变量中参数 µ限定为

整数的平方的负数，即 µ = −m2，其中m = 0, 1, 2, . . .。角向解因此取以下形式：

S(φ) = Am cosmφ+Bm sinmφ, m = 0, 1, 2, . . . (17.2)

其中 Am 与 Bm 为常数，且依赖于不同的m。

负的m值不会产生任何新的解，因此未包含在m的取值范围中。至于 µ = 0 的情形，无需

单独处理，因为该情形下可接受的解为 S = D = 常数，这正是式 (17.2) 在m = 0 时所得的结果。
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Z(z) 的微分方程与m无关。当 λ > 0 时解为指数函数，若记 λ := l2，则有

Z(z) = Aelz +Be−lz (17.3)

最不熟悉的是径向方程，其在 l =
√
λ的记号下可重写为

d2R

dρ2
+

1

ρ

dR

dρ
+

(
l2 − m2

ρ2

)
R = 0 (17.4)

进一步定义变量 v = lρ，则上述方程可转化为

d2R

dv2
+

1

v

dR

dv
+

(
1− m2

v2

)
R = 0 (17.5)

方程 (17.4) 或 (17.5) 即著名的贝塞尔微分方程（Bessel differential equation），是数学物理中最重

要的方程之一。我们将在本章余下部分中研究该方程的解，并列出其性质及相关物理应用示例。
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17.2 贝塞尔微分方程的解

弗罗贝尼乌斯方法是求解常微分方程的有效工具。我们将式 (17.5) 两边乘以 v2，使其各项

系数变为多项式形式，如式 (16.8) 所示，得：

v2
d2R

dv2
+ v

dR

dv
+
(
v2 −m2

)
R = 0 (17.6)

由于 v2 在 v = 0 处为零，需设解为

R(v) = vs
∞∑
k=0

ckv
k =

∞∑
k=0

ckv
k+s

由此得

v
dR

dv
=

∞∑
k=0

ck(k + s)vk+s

v2
d2R

dv2
=

∞∑
k=0

ck(k + s)(k + s− 1)vk+s

将上述表达式及
(
v2 −m2

)∑∞
k=0 ckv

k+s 代入微分方程中，得到：

∞∑
k=0

ck
[
(k + s)2 −m2

]
vk+s +

∞∑
k=0

ckv
k+s+2 = 0

为了找出递推关系，我们需将两个求和式中的幂次统一。为此，将第一个求和式改写为：

c0(s
2 −m2)vs + c1

[
(s+ 1)2 −m2

]
vs+1 +

∞∑
k=2

ck
[
(k + s)2 −m2

]
vk+s

= c0(s
2 −m2)vs + c1

[
(s+ 1)2 −m2

]
vs+1 +

∞∑
n=0

cn+2

[
(n+ 2 + s)2 −m2

]
vn+2+s

在第二行中，我们对求和变量做了替换 n = k − 2。由于 n 是哑变量，可以重新记为 k，从而原

方程可整理为：
c0(s

2 −m2)vs + c1
[
(s+ 1)2 −m2

]
vs+1

+
∞∑
k=0

{
ck+2

[
(k + 2 + s)2 −m2

]
+ ck

}
vk+2+s = 0

假设 c0 6= 0，并将所有 v 的幂次项系数逐项置零，可得：

s2 = m2, c1
[
(s+ 1)2 −m2

]
= 0

ck+2

[
(k + 2 + s)2 −m2

]
+ ck = 0

第一式给出 s = ±m。将其代入第二式得：

c1(2s+ 1) = 0 ⇒ c1 = 0 或 s = −1

2

由于 s = −1
2 对应m = ±1

2，我们不考虑这种情形。我们要求m为非负整数。因此，唯一可行的

是 s = ±m且 c1 = 0。由递推关系得，所有奇数阶系数 c2k+1 均为零，因此弗罗贝尼乌斯级数解

形式为：

R(v) = v±m
∞∑
k=0

c2kv
2k,

c2k+2

c2k
= − 1

(2k + 2 + s)2 −m2
(17.7)
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利用比值判别法检验级数收敛性，有：

lim
k→∞

∣∣∣∣c2k+2v
2k+2

c2kv2k

∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣ 1

(2k + 2 + s)2 −m2

∣∣∣∣ v2 = 0

因此该幂级数收敛。

我们现在使用递推关系来求解级数展开的系数。将递推关系重写为：

ck+2 = − 1

(k + 2 + s)2 − s2
ck = − 1

(k + 2)(2s+ k + 2)
ck,

其中我们将 s2 代入m2。计算前几项系数：

c2 = − 1

2(2s+ 2)
c0,

c4 = − 1

4(2s+ 4)
c2 = (−1)2

1

4(2s+ 4)

1

2(2s+ 2)
c0,

c6 = − 1

6(2s+ 6)
c4 = (−1)3

1

6(2s+ 6)

1

4(2s+ 4)

1

2(2s+ 2)
c0,

因此一般项为：

c2k = (−1)k
1

2k · (2k − 2) · · · 2︸ ︷︷ ︸
=2kk!

(2s+ 2k)(2s+ 2k − 2) · · · (2s+ 2)︸ ︷︷ ︸
=2k(s+k)(s+k−1)···(s+1)

c0.

将分子和分母同时乘以 s!，得：

c2k = (−1)k
s!

22kk!(s+ k)!
c0. (17.8)

将 (17.8) 代入 (17.7) 可得：

R(v) = c0s!v
s

∞∑
k=0

(−1)k

22kk!(s+ k)!
v2k = c0s!2

s
(v
2

)s ∞∑
k=0

(−1)k

k!(s+ k)!

(v
2

)2k
,

其中我们将 s 代入 v 的指数部分，并对和式内外的幂进行了整理。常将 c0 取为 1/(s!2s)，从而

得到：

定义 17.1 贝塞尔函数 Js(x) 定义为

Js(x) =
(x
2

)s ∞∑
k=0

(−1)k

k!(s+ k)!

(x
2

)2k
, (17.9)

该级数对于任意 x都收敛。

虽然公式 (17.9) 的推导假定m（因此 s）为整数，但移除此限制后，所得到的级数仍在全域

收敛，因此可以用它来定义任意实数阶，甚至复数阶的贝塞尔函数。此时 (s+n)! 可通过伽马函

数定义，因此公式 (17.9) 可视为贝塞尔函数在任意阶数下的统一定义。
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17.3 贝塞尔方程的第二个解

如同勒让德多项式的情形，我们可以利用公式（14.25）为贝塞尔微分方程构造第二个线性

无关的解。对于贝塞尔方程，其系数函数为 p(x) = 1/x。以 Jm(x) 为第一个解，代入该公式并

令 C = 0，可得第二个解：

Zm(x) = KJm(x)

∫ x

α

1

J2
m(u)

exp

[
−
∫ u

c

dt

t

]
du = AmJm(x)

∫ x

α

du

uJ2
m(u)

,

其中 Am := Kc和 α是由约定决定的任意常数。需要注意的是，与 Jm(x) 不同，Zm(x) 在 x = 0

处表现不良，这是由于被积函数的分母中含有 u所致。

虽然上述方法构造了贝塞尔微分方程的第二个解，但这并不是常规的做法。事实上，当 s不

是整数时，J−s(x) 与 Js(x) 线性无关，可以作为第二个解。然而，更常见的第二个解是下列形式

的线性组合：

Ys(x) =
Js(x) cos sπ − J−s(x)

sin sπ
, (17.10)

该函数被称为第二类贝塞尔函数（Bessel function of the second kind），或称诺依曼函数（Neumann
function）。

当 s为整数时，上式不再适用，因为根据恒等式 cosnπ = (−1)n以及公式 J−m(x) = (−1)mJm(x)，

分母 sin sπ 在 s = n处为零，导致函数不定。此时，我们采用洛必达法则定义极限：

Yn(x) := lim
s→n

Ys(x) = lim
s→n

∂
∂s [Js(x) cos sπ − J−s(x)]

π cosnπ

=
1

π
lim
s→n

[
∂Js(x)

∂s
− (−1)n

∂J−s(x)

∂s

]
.

从式 (17.9) 出发，可以计算 Js(x) 关于 s 的导数：

∂Js
∂s

= Js(x) ln
(x
2

)
−
(x
2

)s ∞∑
k=0

(−1)k
Ψ(s+ k + 1)

k!Γ(s+ k + 1)

(x
2

)2k
, (17.11)

其中

Ψ(x) :=
d

dx
ln[(x− 1)!] =

d

dx
ln Γ(x) =

Γ′(x)

Γ(x)
(17.12)

是 Γ 函数的对数导数，即 Ψ 函数（也称为 Digamma 函数）。类似地，

∂J−s
∂s

= −J−s(x) ln
(x
2

)
+
(x
2

)−s ∞∑
k=0

(−1)k
Ψ(−s+ k + 1)

k!Γ(−s+ k + 1)

(x
2

)2k
. (17.13)

将以上结果代入式 (17.10) 的定义，并利用恒等式 J−n(x) = (−1)nJn(x)，可以得到诺依曼函数

的表达式：

Yn(x) =
2

π
Jn(x) ln

(x
2

)
− 1

π

(x
2

)n ∞∑
k=0

(−1)k
Ψ(n+ k + 1)

k!Γ(n+ k + 1)

(x
2

)2k
− 1

π
(−1)n

(x
2

)−n ∞∑
k=0

(−1)k
Ψ(k − n+ 1)

k!Γ(k − n+ 1)

(x
2

)2k
. (17.14)
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从式 (17.14) 可见，诺依曼函数 Ys(x) 在 x = 0 处不良定义，这是贝塞尔方程第二解（如 Zm(x)）

的普遍特征。

由于 Ys(x) 与 Js(x) 在任意 s（整数或非整数）下线性无关，因此 {Js(x), Ys(x)} 构成贝塞尔

方程的一组通解基底。特别地，在柱坐标系中径向方程（见式 (17.1) 的第一式）的通解可写为

R(ρ) = AJm(v) +BYm(v) = AJm(lρ) +BYm(lρ), (17.15)

其中 A和 B 是常数，v = lρ，l =
√
λ。
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17.4 贝塞尔函数的性质

我们已经讨论了贝塞尔函数的一些基本性质。本节将回顾这些性质，并推导出其他常用的

贝塞尔函数恒等式。

17.4.1 负整数阶

我们得到了整数阶贝塞尔函数与其负阶对应函数之间的关系。该关系如下：

J−m(x) = (−1)mJm(x) (17.16)

这说明当阶数为整数时，负阶贝塞尔函数并不产生新的函数形式，尤其在构造通解时，这一恒

等式十分重要。

17.4.2 递推关系式

我们曾推导了一些整数阶贝塞尔函数及其导数之间的递推关系式，现重述如下。第一个不

含导数的关系式为：

Jm−1(x) + Jm+1(x) =
2m

x
Jm(x) (17.17)

第二个关系式涉及贝塞尔函数的导数：

Jm−1(x)− Jm+1(x) = 2J ′
m(x) (17.18)

将以上两式组合可得：
Jm−1(x) =

m

x
Jm(x) + J ′

m(x),

Jm+1(x) =
m

x
Jm(x)− J ′

m(x).
(17.19)

我们可以利用这些等式推导出一些更实用的关系。例如，对 xmJm(x) 求导：

d

dx
[xmJm(x)] = mxm−1Jm(x) + xmJ ′

m(x)

= xm
[m
x
Jm(x) + J ′

m(x)
]
= xmJm−1(x),

其中使用了式 (17.17) 与 (17.18) 的组合关系。对上式积分（严格来说是求原函数）可得：∫
xmJm−1(x) dx = xmJm(x) (17.20)

类似地，可以验证： ∫
x−mJm+1(x) dx = −x−mJm(x) (17.21)
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17.4.3 正交性

贝塞尔函数满足与勒让德多项式类似的正交性关系。但与勒让德多项式不同，贝塞尔函数

的正交性不是由其阶数决定的，而是由其自变量中的参数所决定。

考虑相同方位角参数、但不同径向参数的贝塞尔方程两个解。更具体地，令 f(ρ) = Jm(kρ)，

g(ρ) = Jm(lρ)，则有

d2f

dρ2
+

1

ρ

df

dρ
+

(
k2 − m2

ρ2

)
f = 0,

d2g

dρ2
+

1

ρ

dg

dρ
+

(
l2 − m2

ρ2

)
g = 0.

将第一式乘以 ρg，第二式乘以 ρf，然后两式相减，可得：

d

dρ

[
ρ
(
fg′ − gf ′

)]
= (k2 − l2)ρfg, (17.22)

其中，′ 表示对 ρ的导数。对上式从某个初值 a 积分到终值 b，得到

[
ρ
(
fg′ − gf ′

)]b
a
= (k2 − l2)

∫ b

a
ρf(ρ)g(ρ) dρ. (17.23)

在所有物理应用中，我们可以选择合适的 a 和 b 使得等式左边为零。因此，将 f 和 g 以贝塞尔

函数表示代入式 (17.23) 中，得到

(k2 − l2)

∫ b

a
ρJm(kρ)Jm(lρ) dρ = 0.

从而若 k 6= l，则积分为零，即∫ b

a
ρJm(kρ)Jm(lρ) dρ = 0 如果 k 6= l. (17.24)

这就是贝塞尔函数的正交关系。

为了完整地表述正交归一关系，我们还必须讨论 k = l 的情形，即计算积分
∫
ρJ2

m(kρ) dρ。

作变量代换 x = kρ，积分化为
∫
xJ2

m(x) dx/k
2。定义

I ≡
∫
J2
m(x) · x dx =

1

2
x2J2

m(x)−
∫
Jm(x)J

′
m(x)x

2 dx.

在第二项中，利用贝塞尔微分方程（将 (17.5) 中的 v 换为 x）

x2Jm(x) = m2Jm(x)− xJ ′
m(x)− x2J ′′

m(x),

代入得

I =
1

2
x2J2

m(x)−
∫
J ′
m(x)

[
m2Jm(x)− xJ ′

m(x)− x2J ′′
m(x)

]
dx

=
1

2
x2J2

m(x)−m2

∫
Jm(x)J

′
m(x) dx+

∫
xJ ′2

m(x) dx+

∫
x2J ′

m(x)J
′′
m(x) dx.

利用恒等式 [
x2J ′2

m(x)
]′
= 2xJ ′2

m(x) + 2x2J ′
m(x)J

′′
m(x),
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则有 ∫
x2J ′

m(x)J
′′
m(x) dx =

1

2

∫ [
x2J ′2

m(x)
]′
dx−

∫
xJ ′2

m(x) dx,

从而上述 I 化简为：

I =
1

2
x2J2

m(x)−
1

2
m2J2

m(x) +
1

2
x2J ′2

m(x).

返回变量 ρ，得到不定积分∫
ρJ2

m(kρ) dρ =
I

k2
=

1

2

(
ρ2 − m2

k2

)
J2
m(kρ) +

1

2
ρ2
[
J ′
m(kρ)

]2
. (17.25)

在实际应用中，积分的下限通常取为零，上限为正数 a。我们考察式 (17.25) 的右端在下限

ρ = 0 处的行为。注意：

当m > 0 时，由贝塞尔函数的幂级数展开式 (17.9) 可知 Jm(0) = 0；

当m = 0 时，括号中项
(
ρ2 − m2

k2

)
亦在 ρ = 0 处为零；

第二项含有因子 ρ2，故在 ρ = 0 处亦为零。

因此，对于所有m ≥ 0，下限项为零。于是，∫ a

0
ρJ2

m(kρ) dρ =
1

2

(
a2 − m2

k2

)
J2
m(ka) +

1

2
a2
[
J ′
m(ka)

]2
. (17.26)

由公式 (17.16)，该结果也适用于负整数阶的贝塞尔函数。通常我们令 ka 为 Jm(x) 的一个零点

（使得 Jm(ka) = 0），从而简化式 (17.26) 的右端。

记 xmn 为 Jm(x) 的第 n个零点，即 Jm(xmn) = 0，则

ka = xmn ⇒ k =
xmn
a
, n = 1, 2, 3, . . .

此时由 (17.19) 可得 ∫ a

0
ρJ2

m

(xmnρ
a

)
dρ =

1

2
a2 [Jm+1(xmn)]

2 . (17.27)

最后，我们将正交性关系 (17.24) 与 (17.27) 合并为一个带克罗尼克 δ 符号的统一公式：

定理 17.2 设 Jm(x) 是贝塞尔函数，xmn 是其第 n个零点，a > 0，则有以下正交性关系成立：∫ a

0
Jm

(xmnρ
a

)
Jm

(xmkρ
a

)
ρ dρ =

1

2
a2 [Jm+1(xmn)]

2 δkn (17.28)

其中 δkn 为克罗尼克 δ 符号。

17.4.4 生成函数

与勒让德多项式类似，整数阶贝塞尔函数也具有一个生成函数，即存在某一函数 g(x, t)，使

得

g(x, t) =
∞∑

n=−∞
tnJn(x) (17.29)
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为了求出生成函数 g(x, t)，从递推关系式出发：

Jm−1(x) + Jm+1(x) =
2m

x
Jm(x)

两边同时乘以 tm 并对m从 −∞ 到 ∞ 求和，得到

∞∑
m=−∞

tmJm−1(x) +
∞∑

m=−∞
tmJm+1(x) =

2

x

∞∑
m=−∞

mtmJm(x) (17.30)

第一项可写为
∞∑

m=−∞
tmJm−1(x) = t

∞∑
n=−∞

tnJn(x) = tg(x, t)

其中用到了换元 n = m− 1。类似地，第二项为

∞∑
m=−∞

tmJm+1(x) =
1

t
g(x, t)

右侧的和为
2

x

∞∑
m=−∞

mtmJm(x) =
2t

x

∂g

∂t

代入 (17.30) 中得： (
t+

1

t

)
g(x, t) =

2t

x

∂g

∂t

整理得：
x

2

(
1 +

1

t2

)
dt =

dg

g

两边积分得到
x

2

(
t− 1

t

)
= ln g + lnϕ(x)

即

g(x, t) = ϕ(x) exp

(
x

2

(
t− 1

t

))
(17.31)

为确定 ϕ(x)，将 (17.32) 写成乘积形式并展开为幂级数：

g(x, t) = ϕ(x) exp
(x
2
t
)
exp

(
− x

2t

)
= ϕ(x)

∞∑
n=0

(xt/2)n

n!

∞∑
m=0

(−x/2t)m

m!

= ϕ(x)
∞∑

n,m=0

(−1)m

n!m!

(x
2

)n+m
tn−m

在上述双重求和中，收集所有 t的零次幂项，并记为 S0。这对应于 n = m，于是

S0 = ϕ(x)
∞∑
n=0

(−1)n

(n!)2

(x
2

)2n
= ϕ(x)J0(x)

另一方面，根据生成函数的定义式 (17.29)，S0 就是 J0(x)，因此 S0 = J0(x)，可知 ϕ(x) = 1。综

上，贝塞尔函数的生成函数最终写为：

g(x, t) = exp

[
x

2

(
t− 1

t

)]
=

∞∑
n=−∞

tnJn(x) (17.32)
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例 17.1 贝塞尔函数的生成函数可用于导出一个有用的恒等式。

我们先注意到

g(x+ y, t) = g(x, t) g(y, t)

这是可以直接验证的。展开两边得到

∞∑
n=−∞

tnJn(x+ y) =

( ∞∑
k=−∞

tkJk(x)

)( ∞∑
m=−∞

tmJm(y)

)

=

∞∑
k=−∞

∞∑
m=−∞

tk+mJk(x)Jm(y) (17.33)

在双重求和中令 n = k +m，即 k = n−m，于是得到

∞∑
n=−∞

tnJn(x+ y) =

∞∑
n=−∞

tn

( ∞∑
m=−∞

Jn−m(x)Jm(y)

)

由于每个 tn 的系数必须在两边都相等，我们得出贝塞尔函数的加法公式：

Jn(x+ y) =
∞∑

m=−∞
Jn−m(x) Jm(y) =

∞∑
m=−∞

Jm(x) Jn−m(y) (17.34)

其中最后一个等式利用了 Jn(x+ y) 在 x与 y 交换下的对称性。

17.4.5 贝塞尔函数的积分表示

利用贝塞尔函数的生成函数，还可以导出一些非常重要的恒等式。在式 (17.32) 中令 t = eiθ，

我们可以得到：

eix sin θ =
∞∑

n=−∞
einθJn(x) (17.35)

这是关于 θ 的傅里叶级数展开，其系数即为贝塞尔函数。为了求解这些系数，我们将两边同时

乘以 e−imθ，并在区间 [−π, π] 上积分：

左边的积分为： ∫ π

−π
eix sin θe−imθdθ =

∫ π

−π
ei(x sin θ−mθ)dθ (17.36)

右边的积分为：

∞∑
n=−∞

[∫ π

−π
ei(n−m)θdθ

]
Jn(x) =

∞∑
n=−∞

2πδnmJn(x) = 2πJm(x) (17.37)

其中我们使用了以下积分公式：

∫ π

−π
ei(n−m)θdθ =

0 若 n 6= m

2π 若 n = m
= 2πδnm (17.38)

比较两边可得贝塞尔函数的积分表示式：

Jm(x) =
1

2π

∫ π

−π
ei(x sin θ−mθ)dθ (17.39)
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可以验证，上式可进一步化为更常见的贝塞尔积分公式：

Jm(x) =
1

π

∫ π

0
cos(x sin θ −mθ)dθ (17.40)

式 (17.40) 表明贝塞尔函数 Jm(x) 可以表示为 θ 的余弦函数在 [0, π] 区间上的积分形式，这在解

析计算与近似处理中十分有用。

17.4.6 贝塞尔函数与合流超几何函数的关系

贝塞尔函数可以用合流超几何函数（confluent hypergeometric function）表示。为此，令

R(v) = vµe−ηvf(v) (17.41)

其中 µ 和 η 是待定参数，将该形式代入贝塞尔微分方程 (17.5)，可得：

d2f

dv2
+

(
2µ+ 1

v
− 2η

)
df

dv
+

[
µ2 −m2

v2
− η(2µ+ 1)

v
+ η2 + 1

]
f = 0 (17.42)

若取 µ = m且 η = i，上式化简为：

d2f

dv2
+

(
2m+ 1

v
− 2i

)
df

dv
− (2m+ 1)i

v
f = 0 (17.43)

进一步令 t = 2iv，并将 (17.43) 乘以 t，得：

t
d2f

dt2
+ (2m+ 1− t)

df

dt
−
(
m+

1

2

)
f = 0 (17.44)

这是标准的合流超几何微分方程形式：

tf ′′ + (γ − t)f ′ − αf = 0 (17.45)

其中 α = m+ 1
2，γ = 2m+ 1。因此，贝塞尔函数 Jm(x) 可以表示为形如 xme−ixΦ(α, γ; 2ix) 的

函数的常数倍，即：

Jm(x) =
1

Γ(m+ 1)

(x
2

)m
e−ixΦ

(
m+

1

2
, 2m+ 1; 2ix

)
(17.46)

该式展示了贝塞尔函数与合流超几何函数之间的联系。
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17.5 贝塞尔函数展开

贝塞尔函数的正交性使其在函数展开中非常有用，其基本思想与傅里叶级数和勒让德多项

式的展开类似。设函数 f(ρ) 在区间 (0, a) 上定义，则可以将其展开为

f(ρ) =
∞∑
n=1

cnJm

(xmnρ
a

)
, (17.47)

其中 xmn 是贝塞尔函数 Jm(x) 的第 n个零点。

设 f(ρ) 在 [0, a] 上可积，且 Jm(xmn) = 0，则在贝塞尔函数正交性的基础上，展开系数 cn

可由下式给出：

cn =
2

a2J2
m+1(xmn)

∫ a

0
f(ρ)Jm

(xmnρ
a

)
ρ dρ. (17.48)

证明： 将式 (17.47) 两边乘以 ρJm
(xmkρ

a

)
并在 [0, a] 上积分，有：∫ a

0
f(ρ)Jm

(xmkρ
a

)
ρ dρ =

∞∑
n=1

cn

∫ a

0
Jm

(xmnρ
a

)
Jm

(xmkρ
a

)
ρ dρ.

由正交性定理，仅当 n = k 时积分不为零，于是解出 ck 得：

ck =
2

a2J2
m+1(xmk)

∫ a

0
f(ρ)Jm

(xmkρ
a

)
ρ dρ.

将 k 换为一般指标 n即得证。

上述定理与傅里叶级数展开、勒让德多项式展开共同揭示了在不同正交函数系下函数展开

的统一结构。

例 17.2 三角函数可以非常容易地用贝塞尔函数展开。事实上，由公式（17.35）

eix sin θ =
∞∑

n=−∞
einθJn(x)

令 θ = π
2，可得：

eix =
∞∑

n=−∞
inJn(x) (17.49)

将右边按偶次项和奇次项拆分，有：

cosx+ i sinx =
∞∑

k=−∞
i2kJ2k(x) +

∞∑
k=−∞

i2k+1J2k+1(x)

其中第一个求和为实数部分，第二个求和为纯虚部。于是，

cosx =
∞∑

k=−∞
(−1)kJ2k(x) =

−1∑
k=−∞

(−1)kJ2k(x) + J0(x) +
∞∑
k=1

(−1)kJ2k(x)

对第一个求和项作变量替换 k → −k，得：

−1∑
k=−∞

(−1)kJ2k(x) =
∞∑
k=1

(−1)−kJ−2k(x) =
∞∑
k=1

(−1)k(−1)2kJ2k(x)
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=

∞∑
k=1

(−1)kJ2k(x)

因此，最终得到余弦函数的贝塞尔展开式为：

cosx = J0(x) + 2
∞∑
k=1

(−1)kJ2k(x) (17.50)

类似地，正弦函数的展开式为：

sinx = 2
∞∑
k=0

(−1)kJ2k+1(x) (17.51)

定理 17.3 (帕塞瓦尔恒等式) 设函数 f(ρ) 在区间 (0, a) 上可以展开为贝塞尔函数级数：

f(ρ) =

∞∑
n=1

cnJm

(xmnρ
a

)
,

其中 xmn 是 Jm(x) 的第 n个零点。则有如下帕塞瓦尔恒等式成立：∫ a

0
f2(ρ) ρ dρ =

1

2
a2

∞∑
n=1

c2nJ
2
m+1(xmn) (17.52)

证明： 将展开式两边平方并乘以 ρ，对 ρ ∈ (0, a) 积分，有∫ a

0
f2(ρ)ρ dρ =

∞∑
n=1

∞∑
k=1

cnck

∫ a

0
Jm

(xmnρ
a

)
Jm

(xmkρ
a

)
ρ dρ

由贝塞尔函数的正交性（定理 17.2），积分部分为∫ a

0
Jm

(xmnρ
a

)
Jm

(xmkρ
a

)
ρ dρ =

1

2
a2J2

m+1(xmn)δnk

于是上式化简为 ∫ a

0
f2(ρ)ρ dρ =

1

2
a2

∞∑
n=1

c2nJ
2
m+1(xmn)

例 17.3 设函数 f(ρ) = ρk，欲将其在区间 (0, a) 上展开为贝塞尔函数的级数形式。根据公式

(17.47) 和 (17.48)，我们选择以 Jk 为基底函数进行展开：

ρk =
∞∑
n=1

cnJk

(xknρ
a

)
(17.53)

其中系数 cn 给出为

cn =
2

a2J2
k+1(xkn)

∫ a

0
ρk+1Jk

(xknρ
a

)
dρ (17.54)

解： 对积分变量作代换 y =
xknρ

a
，则有

dρ =
a

xkn
dy, ρ =

ay

xkn
⇒ ρk+1 =

(
ay

xkn

)k+1
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故积分变为

cn =
2

a2J2
k+1(xkn)

· a
k+2

xk+2
kn

∫ xkn

0
yk+1Jk(y)dy

应用公式 (17.20)：∫
ykJk−1(y)dy = ykJk(y) ⇒

∫
yk+1Jk(y)dy = yk+1Jk+1(y)

从而得：

cn =
2ak

xknJk+1(xkn)
(17.55)

将其代回原级数表示，得：

ρk = 2ak
∞∑
n=1

Jk

(xknρ
a

)
xknJk+1(xkn)

(17.56)
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17.6 物理实例

在我们对拉普拉斯方程的讨论中已经看到：三角函数是笛卡尔坐标系中“自然”的函数，勒让

德多项式则在球坐标系中起着类似的作用。因此，我们现在并不感到惊讶：贝塞尔函数是柱坐

标系中“自然”的函数。

与笛卡尔坐标系和球坐标系中的情形类似，除非问题的对称性使情况简化，否则对拉普拉

斯方程的分离变量通常会引入两个分离常数，从而导致一个双重求和项。在球坐标系中我们没

有得到双重求和，是因为从一开始就假设了方位角对称性。

在柱坐标系中拉普拉斯方程的最一般解将包含一个双重求和项。其中一个求和指标为 m，

如公式 (17.2) 所示，它既出现在 ϕ 方向的正弦与余弦函数中，也决定了贝塞尔函数或诺依曼函

数的阶数。

图 111: 一个导电圆柱罐，其顶部电势为 V (ρ, θ)，其余表面接地。

设有一圆柱形导体罐，其半径为 a、高度为 h，如图 111 所示。假设其顶部电势为 V (ρ, φ)，

其余表面接地。我们要求该罐内部任意点的静电势分布 Φ(ρ, φ, z)。

由于该问题在柱坐标中具有明确的边界条件，我们考虑使用分离变量法。由公式 (17.2)、
(17.3) 和 (17.15)，设通解为：

Φ(ρ, φ, z) = R(ρ)S(φ)Z(z). (17.57)

由于底面接地，即 Φ(ρ, φ, 0) = 0，我们必须令 Z(0) = 0，从而得：

Z(z) = sinh (lz) . (17.58)
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又因 Φ(0, φ, z) 有限，排除诺依曼函数项，仅保留贝塞尔函数项：

R(ρ) = Jm(lρ). (17.59)

侧面接地意味着 Φ(a, φ, z) = 0，这要求：

Jm(la) = 0 ⇒ l =
xmn
a
, n = 1, 2, . . . (17.60)

其中 xmn 表示 Jm 的第 n个零点。

综上，将三个分量乘积并对所有可能的 m 和 n 求和（注意负 m 与正 m 对应项线性相关），

得到所谓的傅里叶–贝塞尔展开：

Φ(ρ, φ, z) =
∞∑
m=0

∞∑
n=1

Jm

(xmn
a
ρ
)
sinh

(xmn
a
z
)
[Amn cos(mφ) +Bmn sin(mφ)] , (17.61)

其中 Amn 和 Bmn 是待定常数。

边界条件 顶部电势为 V (ρ, φ) = Φ(ρ, φ, h)，代入 (17.61) 得：

V (ρ, φ) =
∞∑
m=0

∞∑
n=1

Jm

(xmn
a
ρ
)
sinh

(xmn
a
h
)
[Amn cos(mφ) +Bmn sin(mφ)] . (17.62)

两边乘以 ρJm
(
xmk
a ρ
)
cos(mφ)，在 ρ ∈ [0, a] 和 φ ∈ [0, 2π] 上积分，利用正交性公式 (17.28) 可

得：

Amn =
2

πa2J2
m+1(xmn) sinh

(
xmn
a h

) ∫ 2π

0
dφ

∫ a

0
dρ ρ V (ρ, φ)Jm

(xmn
a
ρ
)
cos(mφ), (17.63)

Bmn =
2

πa2J2
m+1(xmn) sinh

(
xmn
a h

) ∫ 2π

0
dφ

∫ a

0
dρ ρ V (ρ, φ)Jm

(xmn
a
ρ
)
sin(mφ).

若问题具有方位角对称性，即顶面电势 V (ρ, φ) 与 φ 无关，则在贝塞尔函数展开中只需考

虑m = 0 的情形。由于 S(φ) 为常数，其导数为零，代入方程 (17.1) 的第二个方程可知：

µ = −m2 = 0 ⇒ m = 0. (17.64)

因此，通解中的双重求和简化为单重求和，势函数 Φ 可写为：

Φ(ρ, z) =
∞∑
n=1

AnJ0

(x0n
a
ρ
)
sinh

(x0n
a
z
)
, (17.65)

其中 x0n 为 J0(x) 的第 n个零点。将m = 0 代入公式 (17.63)，即可得到展开系数 An：

An =
4

a2J2
1 (x0n) sinh

(
x0n
a h
) ∫ a

0
ρV (ρ)J0

(x0n
a
ρ
)
dρ, (17.66)

其中 V (ρ) 是顶面给定的电势分布，仅为 ρ的函数。
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例 17.4 设一个圆柱形导体罐高为 h、半径为 a，其顶面保持恒定电势 V0，而侧面与底面均接地。

我们希望求得罐内部任意点处的静电势分布 Φ(ρ, z)。

解： 由于顶面电势与角度 φ无关，问题具有方位对称性，因此使用公式 (17.66) 计算展开系数

An：

An =
4V0

a2J2
1 (x0n) sinh

(
x0n
a h
) ∫ a

0
ρJ0

(x0n
a
ρ
)
dρ. (17.67)

由积分恒等式 (17.20) 可知： ∫ a

0
ρJ0

(x0n
a
ρ
)
dρ =

a

x0n
J1(x0n), (17.68)

将其代入上式得到：

An =
4V0

x0nJ1(x0n) sinh
(
x0n
a h
) . (17.69)

因此，罐内的电势为：

Φ(ρ, z) = 4V0

∞∑
n=1

J0
(
x0n
a ρ
)
sinh

(
x0n
a z
)

x0nJ1(x0n) sinh
(
x0n
a h
) . (17.70)
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18 数学物理中的其他偏微分方程

我们已经讨论了数学物理中最重要的偏微分方程之一——拉普拉斯方程。求解拉普拉斯方

程所用的技术几乎适用于初等物理中遇到的所有偏微分方程。由于我们已经花费了相当多的时

间介绍这些技术，本章将主要通过几个例子来说明它们在其他偏微分方程中的应用。
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18.1 热传导方程

热传导方程（有时也称为扩散方程）已给出。令解具有分离变量形式 T (t, r) = g(t)R(r)，代

入热传导方程：

∂

∂t
[g(t)R(r)] = k2∇2[g(t)R(r)] ⇒ R(r)

dg

dt
= k2g(t)∇2R(r) (18.1)

两边同时除以 g(t)R(r)，得到：

1

g(t)

dg

dt
= k2

1

R(r)
∇2R(r)︸ ︷︷ ︸

:=−λ

(18.2)

左边仅为 t 的函数，右边仅为 r 的函数。由于两变量独立，等式两边必须等于常数。为后续方

便，记该常数为 −k2λ，从而得到一个关于时间的常微分方程和一个关于空间的偏微分方程：

dg

dt
+ k2λg = 0, ∇2R+ λR = 0 (18.3)

第一个常微分方程的通解为：

g(t) = Ae−k
2λt (18.4)

第二个方程与前几章中的拉普拉斯方程非常类似，可以用相同的方法求解。我们将在以下几个

例子中加以说明。但在此之前，需要注意的是，λ必须为正，否则公式 (18.4) 中的指数函数将随

着时间增长导致 g(t)（即温度）发散。

18.1.1 热传导棒

考虑一根一维热传导棒，其一端位于原点 x = 0，另一端位于 x = b，两端始终保持在 T = 0

的温度。假设初始时刻 t = 0，棒上存在某种已知的温度分布 f(x)，我们希望求出任意时刻 t和

任意位置 x上的温度分布 T (x, t)。

由于系统具有一维性质，可以忽略 y 与 z 的依赖性，拉普拉斯算符简化为对 x的二阶导数。

因此，方程 (18.3) 中关于空间的偏微分方程变为：

d2X

dx2
+ λX = 0 (18.5)

其通解为：

X(x) = B cos(
√
λx) + C sin(

√
λx) (18.6)

根据边界条件 T (t, 0) = 0 = T (t, b)，可得：

X(0) = 0 ⇒ B = 0

X(b) = 0 ⇒ sin(
√
λb) = 0 ⇒

√
λb = nπ, n = 1, 2, 3, . . .

由于 λ必须为正，故只取正整数值的 n。于是本征值和本征函数分别为：

λn =
(nπ
b

)2
, Xn(x) = Cn sin

(nπ
b
x
)
, n = 1, 2, 3, . . . (18.7)
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时间方程的解也可以直接得到：

gn(t) = Ane
−k2(nπ

b )
2
t (18.8)

从而，温度的通解为：

T (t, x) =

∞∑
n=1

Bne
−(nπk

b )
2
t sin

(nπ
b
x
)

(18.9)

其中 Bn := AnCn。初始条件 T (0, x) = f(x) 给出：

f(x) =

∞∑
n=1

Bn sin
(nπ
b
x
)

(18.10)

这是一个正弦傅里叶级数，其系数由如下公式给出：

Bn =
2

b

∫ b

0
f(x) sin

(nπ
b
x
)
dx (18.11)

因此，只要知道初始温度分布 f(x)，就可以求出任意时刻的温度分布。例如，如果初始温度分

布为常数 T0，则

Bn =
2T0
b

∫ b

0
sin
(nπ
b
x
)
dx =

2T0
nπ

[1− (−1)n] (18.12)

由此可见，只有奇数项 n有贡献。设 n = 2m+ 1，则

B2m+1 =
4T0

π(2m+ 1)
(18.13)

代入通解 (18.9)，可得温度随时间演化的表达式：

T (t, x) =
4T0
π

∞∑
m=0

e
−
[
(2m+1)πk

b

]2
t

2m+ 1
sin

(
(2m+ 1)π

b
x

)
(18.14)

上式可用于数值模拟任何已知热导率 k 的导体的温度演化情况。需要指出的是，随着时间推移，

指数因子使得温度逐渐趋于零——这是两端恒定为零温度的自然结果。正如通式 (18.9) 所揭示

的那样，这一结论与初始温度分布 f(x) 无关。

18.1.2 矩形板中的热传导问题

作为一个涉及两个空间变量的复杂例子，考虑一个长为 a、宽为 b的矩形导热板，其四边保

持温度为零。设初始时刻 t = 0 板上的温度分布为某给定函数 f(x, y)。我们希望求出任意时刻

t > 0 和任意点 (x, y) 的温度分布。

此问题对应的热传导方程的空间部分为：

∂2R

∂x2
+
∂2R

∂y2
+ λR = 0 (18.15)

采用分离变量法，设 R(x, y) = X(x)Y (y)，代入后得：

1

X

d2X

dx2︸ ︷︷ ︸
:=−µ

+
1

Y

d2Y

dy2︸ ︷︷ ︸
:=−ν

+λ = 0 (18.16)
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从而得到两个常微分方程：

d2X

dx2
+ µX = 0,

d2Y

dy2
+ νY = 0, λ = µ+ ν (18.17)

由边界条件：

T (0, y, t) = T (a, y, t) = T (x, 0, t) = T (x, b, t) = 0

可知解必须是正弦函数，从而分离常数为：

µn =
(nπ
a

)2
, Xn(x) = An sin

(nπ
a
x
)
, n = 1, 2, . . .

νm =
(mπ
b

)2
, Ym(y) = Bm sin

(mπ
b
y
)
, m = 1, 2, . . .

从而分离变量产生的参数 λ是双指标的：

λmn = µn + νm =
(nπ
a

)2
+
(mπ
b

)2
时间部分的解为指数函数：

gmn(t) = Cmne
−k2λmnt

将三部分组合后得到总解：

T (x, y, t) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

Amne
−k2λmnt sin

(nπ
a
x
)
sin
(mπ
b
y
)

(18.18)

其中 Amn = AnBmCmn 是待定常数。由初始条件 T (x, y, 0) = f(x, y)，可得：

f(x, y) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

Amn sin
(nπ
a
x
)
sin
(mπ
b
y
)

由正交性可得系数公式：

Amn =
4

ab

∫ a

0
dx

∫ b

0
dy f(x, y) sin

(nπ
a
x
)
sin
(mπ
b
y
)

(18.19)

18.1.3 圆形板中的热传导

考虑一个半径为 a的圆形板，其边缘保持在温度 T = 0，初始温度分布为某函数 f(ρ, φ)。我

们希望求得该薄板在任意时间的温度分布 T (ρ, φ, t)。

在柱坐标系下，假设温度与 z 无关，热传导方程的空间部分为

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂R

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2R

∂φ2
+ λR = 0 (18.20)

进行变量分离，设 R(ρ, φ) = R(ρ)S(φ)，代入得

S(φ) = A cos(mφ) +B sin(mφ), m = 0, 1, 2, . . . (18.21)

d2R
dρ2

+
1

ρ

dR
dρ

+

(
λ− m2

ρ2

)
R = 0 (18.22)
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第二个方程是贝塞尔微分方程，其满足 ρ = 0 处有界且在 ρ = a 处为零的解为

R(ρ) = CJm

(xmn
a
ρ
)
, 其中

√
λ =

xmn
a
, n = 1, 2, . . . (18.23)

其中 xmn 是 Jm(x) 的第 n个零点。

时间方程的解为

g(t) = Dmn exp
(
−k2λt

)
= Dmn exp

(
−k2x

2
mn

a2
t

)
(18.24)

于是，温度分布的一般解为

T (ρ, φ, t) =

∞∑
m=0

∞∑
n=1

Jm

(xmn
a
ρ
)
e−(

kxmn
a )

2
t [Amn cos(mφ) +Bmn sin(mφ)] (18.25)

系数由初始条件 T (ρ, φ, 0) = f(ρ, φ) 给出：

f(ρ, φ) =

∞∑
m=0

∞∑
n=1

Jm

(xmn
a
ρ
)
[Amn cos(mφ) +Bmn sin(mφ)] (18.26)

从正交性出发，可得系数为：

Amn =
2

πa2J2
m+1(xmn)

∫ 2π

0
dφ

∫ a

0
ρf(ρ, φ)Jm

(xmn
a
ρ
)
cos(mφ)dρ (18.27)

Bmn =
2

πa2J2
m+1(xmn)

∫ 2π

0
dφ

∫ a

0
ρf(ρ, φ)Jm

(xmn
a
ρ
)
sin(mφ)dρ (18.28)

若初始温度分布 f(ρ) 与 φ无关，仅含m = 0 项，故解简化为

T (ρ, t) =
∞∑
n=1

AnJ0

(x0n
a
ρ
)
e
−
(

kx0n
a

)2
t (18.29)

其中系数 An 为

An =
4

a2J2
1 (x0n)

∫ a

0
ρf(ρ)J0

(x0n
a
ρ
)
dρ (18.30)

该结果表明，若初始温度分布无 φ依赖，则在后续时间中温度分布仍保持轴对称性。
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18.2 薛定谔方程

在第 1 章中，我们已将薛定谔方程中的时间部分与空间部分分离，得到如下两个方程：

∇2ψ +
2m

ℏ2
[E − V (r)]ψ = 0,

dT

dt
=
E

iℏ
T (18.31)

其中 E 是分离变量过程中出现的能量常数。我们使用 ψ 表示空间波函数而非 R，因为后者通常

用于表示球坐标（或柱坐标）中径向变量的函数。时间部分的微分方程非常容易求解，其通解

为：

T (t) = Ae−iEt/ℏ = Ae−iωt, 其中 ω :=
E

ℏ
(18.32)

我们接下来将重点分析式 (18.31) 中的第一个方程，即定态薛定谔方程，它描述了粒子在空间中

的行为。

18.2.1 无限深方势阱

一个质量为 µ 的微观粒子被限制在一个边长分别为 a, b, c 的长方体盒子中（即三维无限深

势阱）。在这种情形下，粒子的行为由自由粒子的薛定谔方程描述，即 V = 0。因此，式 (18.31)
中的第一个方程变为：

∇2ψ +
2µE

ℏ2
ψ = 0 (18.33)

进行变量分离，设 ψ(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z)，得到如下常微分方程：

d2X

dx2
+ λX = 0,

d2Y

dy2
+ σY = 0,

d2Z

dz2
+ νZ = 0 (18.34)

其中 λ+ σ + ν = 2µE
ℏ2 。这些方程连同如下边界条件：

ψ(0, y, z) = ψ(a, y, z) = 0 ⇒ X(0) = 0 = X(a),

ψ(x, 0, z) = ψ(x, b, z) = 0 ⇒ Y (0) = 0 = Y (b), (18.35)

ψ(x, y, 0) = ψ(x, y, c) = 0 ⇒ Z(0) = 0 = Z(c),

将导致如下解（略去常数因子）：

Xn(x) = sin
(
nπ
a x
)
, λn =

(
nπ
a

)2 对于 n = 1, 2, . . . ,

Ym(y) = sin
(
mπ
b y
)
, σm =

(
mπ
b

)2 对于 m = 1, 2, . . . ,

Zl(z) = sin
(
lπ
c z
)
, νl =

(
lπ
c

)2
对于 l = 1, 2, . . .

其中边界条件 (18.35) 来源于对粒子在盒外的存在概率为零、波函数连续的要求。这种情况不适

用于有限深势阱中的粒子，因为粒子存在“隧穿”出势阱的概率。

时间部分的解为：

T (t) = e−iωlmnt, 其中 ωlmn =
ℏ
2µ

[(nπ
a

)2
+
(mπ
b

)2
+

(
lπ

c

)2
]
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因此，满足上述边界条件的薛定谔方程解为：

ψ(x, y, z, t) =

∞∑
l,m,n=1

Almne
−iωlmnt sin

(nπ
a
x
)
sin
(mπ
b
y
)
sin

(
lπ

c
z

)

其中系数 Almn 由初始波函数 ψ(x, y, z, 0) 决定。具体而言，令 t = 0，两边乘以三个变量上的正

弦函数之积并在各变量上积分，得到：

Almn =
8

abc

∫ a

0
dx

∫ b

0
dy

∫ c

0
dz ψ(x, y, z, 0) sin

(nπ
a
x
)
sin
(mπ
b
y
)
sin

(
lπ

c
z

)
粒子的能量为：

E = ℏωlmn =
ℏ2π2

2µ

(
n2

a2
+
m2

b2
+
l2

c2

)
每组正整数 (n,m, l) 表示粒子的一个量子态。若该盒子为立方体，即 a = b = c := L，则粒子能

量为：

E =
ℏ2π2

2µL2
(n2 +m2 + l2) =

ℏ2π2

2µV 2/3
(n2 +m2 + l2), (18.36)

其中 V = L3 是盒子的体积。基态为 (1, 1, 1)，能量为 E = 3ℏ2π2/2µV 2/3，是非简并态。而

更高的能级通常是简并的，例如三种不同的态 (1, 1, 2), (1, 2, 1), (2, 1, 1) 对应相同的能量 E =

6ℏ2π2/2µV 2/3。随着 n,m, l 增大，简并度也快速增加。式 (18.36) 可写为：

n2 +m2 + l2 = R2, 其中 R2 =
2µEV 2/3

ℏ2π2

这形式类似于 nml-空间中的球面方程。若 R 很大，则能量小于或等于 E 的量子态数即为该球

第一卦限的体积23。

设满足条件的态数为 N，则有：

N =
1

8

(
4π

3

)
R3 =

π

6

(
2µEV 2/3

ℏ2π2

)3/2

=
π

6

(
2µE

ℏ2π2

)3/2

V

因此，单位体积中的态密度为：

n =
N

V
=
π

6

(
2µ

ℏ2π2

)3/2

E3/2 (18.37)

这是固体物理中的一个重要公式，因为 E（稍加修改以考虑自旋）就是费米能级。若以 Ef 表示

费米能量，则由式 (18.37) 可得 Ef = αn2/3，其中 α 为某一常数。

18.2.2 简谐振子

我们考虑一个处于一维简谐振子势阱中的粒子，一维定态薛定谔方程为：

d2ψ

dx2
+

2µ

ℏ2
[E − V (x)]ψ = 0 (18.38)

23(n,m, l) 为正整数
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其中，E 为粒子的总能量，V (x) 为势能函数，µ 为粒子质量。对于一维简谐振子（势能为弹簧

型势），有：

V (x) =
1

2
kx2 :=

1

2
µω2x2, ω :=

√
k

µ
(18.39)

代入薛定谔方程，得到：

ψ′′(x)− µ2ω2

ℏ2
x2ψ(x) +

2µE

ℏ2
ψ(x) = 0 (18.40)

为了简化该方程，引入无量纲变量：

x =

√
ℏ
µω

y (18.41)

在该变量下，方程变为：
d2ψ

dy2
− y2ψ +

2E

ℏω
ψ = 0 (18.42)

我们可以使用弗罗贝尼乌斯幂级数方法求解方程 (18.42)。然而，根据传统做法，我们首先

考察其在 y → ∞ 极限下解的行为。在此极限下，方程中最后一项可以忽略，从而方程简化为：

ψ′′ − y2ψ ≈ 0 (18.43)

该方程的近似解易得为指数函数 e±y
2/2。由于正指数项在 y → ∞ 时发散，我们必须舍弃该项，

仅保留负指数项。这是物理边界条件（波函数需在无穷远处趋于零）所要求的。因此，我们考虑

将解写成下列形式，其中将渐进行为单独提取出来：

ψ(y) := H(y) exp

(
−y

2

2

)
(18.44)

将其代入原方程 (18.42) 中，得到关于 H(y) 的微分方程：

H ′′(y)− 2yH ′(y) + λH(y) = 0 其中 λ =
2E

ℏω
− 1 (18.45)

这正是埃尔米特微分方程（Hermite differential equation）。

为了用弗罗贝尼乌斯方法求解埃尔米特微分方程，我们设解为幂级数形式

H(y) =
∞∑
n=0

cny
n (18.46)

则有

H ′(y) =

∞∑
n=1

ncny
n−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)cn+1y
n

H ′′(y) =
∞∑
n=2

n(n+ 1)cn+1y
n−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)cn+2y
n,

将以上两式代入埃尔米特微分方程

H ′′ − 2yH ′ + λH = 0
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得到
∞∑
n=0

[(n+ 1)(n+ 2)cn+2 + λcn] y
n

︸ ︷︷ ︸
:=S1

−2
∞∑
n=0

(n+ 1)cn+1y
n+1 = 0 (18.47)

将 S1 中 n = 0 项单独分离并重命名指标得：

S1 = 2c2 + λc0 +
∞∑
n=1

[(n+ 1)(n+ 2)cn+2 + λcn] y
n

= 2c2 + λc0 +
∞∑
n=0

[(n+ 2)(n+ 3)cn+3 + λcn+1] y
n+1

将其代入式 (18.47) 并整理：

2c2 + λc0 +
∞∑
n=0

[(n+ 2)(n+ 3)cn+3 + λcn+1 − 2(n+ 1)cn+1] y
n+1 = 0

令各阶系数为零，得到递推关系：

c2 = −λ
2
c0

cn+3 =
2(n+ 1)− λ

(n+ 2)(n+ 3)
cn+1, n ≥ 0

更换指标 n→ n− 1 并统一表示为：

cn+2 =
2n− λ

(n+ 1)(n+ 2)
cn, n ≥ 0 (18.48)

由比值检验可知，级数对于任意 y都收敛。然而，从物理角度出发，为使波函数满足 limx→∞ ψ(x) =

0，我们必须要求级数在某处终止。下面我们将解释这一点的原因。

埃尔米特多项式的构造 由于我们关注的是 ψ（从而也是H）在 x（或 y）趋于无穷大时的行为，

因此我们可以集中研究 H(y) 级数中 y 的高次幂项。我们将其偶次项与奇次项分开写为：

H(y) =

∞∑
k=0

c2ky
2k +

∞∑
k=0

c2k+1y
2k+1

= P2M+1(y) +

∞∑
k=M+1

c2ky
2k +

∞∑
k=M+1

c2k+1y
2k+1

= P2M+1(y) +

∞∑
k=0

c2k+2M+2y
2k+2M+2 +

∞∑
k=0

c2k+2M+3y
2k+2M+3,

(18.49)

其中 P2M+1(y) 是将前若干项整理成的多项式，M 为一个很大的正整数。

对于非常大的 n，递推关系式给出

cn+2 ≈
2n

(n+ 1)(n+ 2)
cn ≈ 2

n
cn ⇒ cn ≈ 2

n− 2
cn−2,

若迭代若干次则得到

cn ≈ 2k

(n− 2)(n− 4) · · · (n− 2k)
cn−2k.
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特别地，

c2k+N ≈ 2k

(2k +N − 2)(2k +N − 4) · · ·N
cN . (18.50)

为了得到 (18.49) 中的各项系数，设 N = 2M + 2，则有

c2k+2M+2 ≈
2k

(2k + 2M)(2k + 2M − 2) · · · (2M + 2)
c2M+2

=
2k

[2(k +M)][2(k +M − 1)] · · · [2(M + 1)]
c2M+2

=
1

(k +M)(k +M − 1) · · · (M + 1)
c2M+2 =

M !

(k +M)!
c2M+2.

(18.51)

同理，对于奇次项，有

c2k+2M+3 ≈
2k(2M + 1)!!

(2k + 2M + 1)!!
c2M+3

=
2k[2(M + 1)]!/[2M+1(M + 1)!]

[2(k +M + 1)]!/[2k+M+1(k +M + 1)!]
c2M+3

= 22k
[2(M + 1)]!(k +M + 1)!

(M + 1)![2(k +M + 1)]!
c2M+3.

(18.52)

使用斯特林近似24可进一步验证，上式进一步近似为

c2k+2M+3 ≈
(M + 1)!

(k +M + 1)!
c2M+3. (18.53)

将所有系数表示为两个常数（c2M+2 与 c2M+3）的函数后，式 (18.49) 可重写为：

H(y) = P2M+1(y) + c2M+2M ! y2
∞∑
k=0

y2k+2M

(k +M)!
+ c2M+3(M + 1)! y

∞∑
k=0

y2k+2M+2

(k +M + 1)!

= P2M+1(y) + c2M+2M ! y2
∞∑
j=M

y2j

j!
+ c2M+3(M + 1)! y

∞∑
j=M+1

y2j

j!

(18.54)

第一项求和可以写成：

∞∑
j=M

y2j

j!
=

∞∑
j=0

y2j

j!
−
M−1∑
j=0

y2j

j!
= ey

2 −Q2M−2(y), (18.55)

其中Q2M−2(y) 是关于 y 的次数不超过 2M − 2 的多项式。第二项求和可用相同方式处理。将所

有多项式部分合并为 P2M+1(y)，最终得到

H(y) ≈ P2M+1(y) + c2M+3(M + 1)!︸ ︷︷ ︸
:=αM

y ey
2
+ c2M+2M !︸ ︷︷ ︸

:=βM

y2 ey
2
, (18.56)

即：

H(y) ≈ P2M+1(y) + (αMy + βMy
2)ey

2
.

我们现在回到 ψ(y) 并注意到：

ψ(y) = H(y)e−y
2/2 ≈ P2M+1(y)e

−y2/2︸ ︷︷ ︸
→0 当y→∞

+(αMy + βMy
2)ey

2/2︸ ︷︷ ︸
→∞ 当y→∞

(18.57)

24x! := Γ(x+ 1) ≈
√
2πe−xxx+1/2
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因为任何指数衰减项都会压倒多项式的增长，所以如果 H(y) 是无穷级数，则 ψ(y) 将在无穷远

处发散。这从物理角度意味着粒子有无限概率出现在无穷远处，这显然是不合理的。

为避免该非物理解，必须重新检查H(y) 的性质。和勒让德多项式的情况类似，为使解物理

可接受，H(y) 必须是有限项多项式。这只有当递推关系中的分子为零时才可能发生，即当

λ = 2m

从而可以得到著名的量子简谐振子的能级量子化：

λ =
2E

ℏω
− 1 = 2m ⇒ E =

(
m+

1

2

)
ℏω (18.58)

当 λ = 2m时，递推关系式 (18.48) 可重写为

cn =
2(n−m− 2)

n(n− 1)
cn−2 = −2(m+ 2− n)

n(n− 1)
cn−2, m ≥ n ≥ 2 (18.59)

由于当 n > m时，分子为零，级数终止，因此H(y) 是次数为m的多项式。通过递推，可得一

般项形式：

cn = (−1)k
2k(m+ 2− n)(m+ 4− n) · · · (m+ 2k − n)

n(n− 1) · · · (n− 2k + 1)
cn−2k (18.60)

我们需要分别考虑 n为偶数与奇数的情形。当 n = 2k 时，有：

c2k = (−1)k
2km(m− 2)(m− 4) · · · (m+ 2− 2k)

(2k)!
c0 (18.61)

该表达式构成埃尔米特多项式的系数结构。

由于递推关系 (18.48) 的分子在某个整数之后必须为零，结合 2n = 4k 的形式，我们可以令

λ = 4j，即m = λ/2 = 2j，其中 j 为非负整数。此时，可以验证

c2k = (−1)k
22kj!

(2k)!(j − k)!
c0 (18.62)

因此，偶数阶埃尔米特多项式 H2j(y) 可写为：

H2j(y) = c
(j)
0

j∑
k=0

(−1)k22kj!

(2k)!(j − k)!
y2k (18.63)

其中 c
(j)
0 是与 j 有关的归一化常数，为区分不同 j 的情况而加上上标。类似地，奇数阶埃尔米特

多项式可写为：

H2j+1(y) = c
(j)
1

j∑
k=0

(−1)k22k+1j!

(2k + 1)!(j − k)!
y2k+1 (18.64)

为使埃尔米特多项式符合标准定义，通常取以下常数：

c
(j)
0 =

(−1)j(2j)!

j!
, c

(j)
1 =

(−1)j(2j + 1)!

j!
(18.65)

代入上述表达式后，埃尔米特多项式（无论奇偶）可以统一地表达为：

Hn(y) =

[n2 ]∑
r=0

(−1)rn!

(n− 2r)! r!
(2y)n−2r (18.66)

其中 [a] 表示不超过 a 的最大整数。
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埃尔米特多项式的正交性 埃尔米特多项式满足类似于勒让德多项式的正交性关系。我们可以

通过如下方法推导该关系：将 Hm(x) 的微分方程乘以 Hn(x)e
−x2，将 Hn(x) 的微分方程乘以

Hm(x)e
−x2，然后相减。

引入权函数 e−x
2
看似人为，但对埃尔米特和勒让德多项式等经典正交多项式的深入分析表

明，正交性成立必须依赖特定的权函数。之所以在勒让德多项式中未出现，是因为其权函数为

常数 1。上述操作将得到以下结果：(
H ′′
mHn −H ′′

nHm − 2xH ′
mHn + 2xH ′

nHm

)
e−x

2
+ (2m− 2n)HmHne

−x2 = 0 (18.67)

可以验证，第一项是下式的导数：

d

dx

[
(H ′

mHn −H ′
nHm)e

−x2
]

(18.68)

因此我们有：
d

dx

[
(H ′

mHn −H ′
nHm)e

−x2
]
+ (2m− 2n)HmHne

−x2 = 0 (18.69)

对整个实数轴积分得：

(H ′
mHn −H ′

nHm)e
−x2
∣∣∣∞
−∞

+ (2m− 2n)

∫ ∞

−∞
Hm(x)Hn(x)e

−x2 dx = 0 (18.70)

由于首项在无穷远处因 e−x
2
衰减而为零，最终我们得到：

若m 6= n，则 ∫ ∞

−∞
Hm(x)Hn(x)e

−x2 dx = 0 (18.71)

埃尔米特多项式的生成函数 根据定义，生成函数应具有如下展开形式：

g(t, x) =
∞∑
n=0

ant
nHn(x) (18.72)

其中 an 为待定常数。对 x 求导（将 t视为常数）得：

dg

dx
=

∞∑
n=1

ant
nH ′

n(x) (18.73)

其中和式从 n = 1 开始，是因为 H ′
0(x) = 0。由于 H ′

n(x) = 2nHn−1(x)（作业），于是：

dg

dx
=

∞∑
n=1

ant
n(2n)Hn−1(x) = 2t

∞∑
n=1

nant
n−1Hn−1(x) (18.74)

我们选择 an 满足递推关系 nan = an−1，于是：

dg

dx
= 2t

∞∑
n=1

an−1t
n−1Hn−1(x) = 2t

∞∑
m=0

amt
mHm(x) = 2tg (18.75)

因此，
dg

g
= 2tdx⇒ ln g = 2tx+ lnC(t) ⇒ g(t, x) = C(t)e2tx (18.76)
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其中积分常数 C(t) 可能依赖于 t。根据递推关系，

an =
a0
n!

(18.77)

所以：

g(t, x) = C(t)e2tx = a0

∞∑
n=0

tn

n!
Hn(x) (18.78)

将 a0 吸收进 C(t)，为了确定 C(t)，令 x = 0 并使用 Hn(0) 的表达式（作业）：

C(t) =

∞∑
n=0

tn

n!
Hn(0) =

∞∑
k=0

t2k

(2k)!
· (−1)k(2k)!

k!
=

∞∑
k=0

(−t2)k

k!
= e−t

2
(18.79)

从而得到埃尔米特多项式的生成函数为：

e2tx−t
2
=

∞∑
n=0

tn

n!
Hn(x) (18.80)

定理 18.1 设生成函数 g(t, x) := e2tx−t
2
，则其泰勒展开式中的第 n 阶系数正好是埃尔米特多项

式 Hn(x)。即：

Hn(x) =
∂n

∂tn
e2tx−t

2

∣∣∣∣
t=0

(18.81)

埃尔米特多项式满足如下带权正交性关系：∫ +∞

−∞
Hm(x)Hn(x)e

−x2 dx =
√
π · 2nn! δmn (18.82)

由埃尔米特多项式的生成函数（公式 (18.80)）：

e2tx−t
2
=

∞∑
n=0

tn

n!
Hn(x) (18.83)

两边平方后乘以 e−x
2
并在 x ∈ (−∞,∞) 上积分，左边计算如下：

LHS =

∫ +∞

−∞
e2(2tx−t

2)e−x
2
dx = e−2t2

∫ +∞

−∞
e−x

2+4txdx

= e−2t2
∫ +∞

−∞
e−(x−2t)2+4t2dx = e2t

2

∫ +∞

−∞
e−(x−2t)2dx

= e2t
2

∫ +∞

−∞
e−u

2
du =

√
π e2t

2
=

√
π

∞∑
n=0

(2t2)n

n!
=

√
π

∞∑
n=0

2nt2n

n!
(18.84)

右边展开为两级数相乘，并利用正交性公式 (18.71) 得：

RHS =

∫ +∞

−∞

( ∞∑
n=0

tn

n!
Hn(x)

)( ∞∑
m=0

tm

m!
Hm(x)

)
e−x

2
dx

=
∞∑

m,n=0

tm+n

m!n!

∫ +∞

−∞
Hm(x)Hn(x)e

−x2dx

=
∞∑
n=0

t2n

(n!)2

∫ +∞

−∞
H2
n(x)e

−x2dx (18.85)

比较两边系数可得： ∫ +∞

−∞
H2
n(x)e

−x2dx =
√
π · 2nn! (18.86)

从而得到公式 (18.82)。
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18.2.3 氢原子

当电子围绕含有 Z 个质子的原子核运动时，其系统的势能为 V (r) = −Ze2/r。在采用单位

制令普朗克常数 ℏ 和电子质量为 1 的情况下，式 (18.31) 给出的定态薛定谔方程变为：

∇2Ψ+

(
2E +

2Ze2

r

)
Ψ = 0 (18.87)

该方程的径向部分由式 (12.47) 中第一式给出，此处令 f(r) = 2E+2Ze2/r。定义 u = rR(r)，可

将径向方程写为：
d2u

dr2
+
(
λ+

a

r
− α

r2

)
u = 0 (18.88)

其中 λ = 2E，a = 2Ze2。将变量变换为 r = kz（其中 k 是待定常数），可进一步简化上述方程：

d2u

dz2
+

(
λk2 +

ak

z
− α

z2

)
u = 0 (18.89)

令 λk2 = −1
4，并引入 β := a

2
√
−λ，上述方程化为：

d2u

dz2
+

(
−1

4
+
β

z
− α

z2

)
u = 0 (18.90)

分别考察 z → ∞ 与 z → 0 的极限情况。对于前者，式 (18.90) 化为：

d2u

dz2
− 1

4
u = 0 ⇒ u = e−z/2 (18.91)

对于后者，主导项为 α/z2，方程近似为：

d2u

dz2
− α

z2
u = 0 (18.92)

令 u(z) = zm，代入得：
d2u

dz2
= m(m− 1)zm−2 ⇒ m(m− 1) = α (18.93)

由定理 16.2 可知 α = l(l + 1)，故m = l + 1。提取上述两种极限形式，设原方程解形如：

u(z) = zl+1e−z/2f(z) (18.94)

代入式 (18.90) 可得关于 f(z) 的新微分方程：

f ′′ +

[
2(l + 1)

z
− 1

]
f ′ − l + 1− β

z
f = 0 (18.95)

两边乘以 z 得：

zf ′′ + [2(l + 1)− z]f ′ − (l + 1− β)f = 0 (18.96)

该方程即合流超几何方程，其解为：

f(z) ∝ Φ(l + 1− β, 2l + 2; z) (18.97)

因此，式 (18.88) 的解为：

u(z) = Czl+1e−z/2Φ(l + 1− β, 2l + 2; z) (18.98)

349



由讨论谐振子时的相似结论可知，令合流超几何函数 Φ(l+1− β, 2l+2; z) 在 z → ∞ 时不发散。

这一条件要求超几何级数终止，即：

l + 1− β = −N (18.99)

其中 N ≥ 0 为整数。在此情形下，Φ 退化为拉盖尔多项式：

LjN (x) :=
Γ(N + j + 1)

Γ(N + 1)Γ(j + 1)
Φ(−N, j + 1;x), 其中j = 2l + 1 (18.100)

条件 (18.99) 即为类氢原子能级的量子化条件。将 β 表为整数 n = N + l+1，并恢复 µ和 ℏ，则

类氢原子能级为：

E = −Z
2µe4

2ℏ2n2
= −Z2

(
µc2

2

)
α2 1

n2
(18.101)

其中 α = e2/ℏc = 1/137 是精细结构常数。径向波函数为：

Rn,l(r) =
un,l(r)

r
= Crle−Zr/(na0)Φ

(
−n+ l + 1, 2l + 2;

2Zr

na0

)
(18.102)

其中 a0 = ℏ2/(me2) = 0.529 × 10−8 cm 是玻尔半径。拉盖尔多项式的显式表达可由式 (18.100)
中的终止超几何级数给出：

LjN (x) =
Γ(N + j + 1)

Γ(N + 1)

N∑
k=0

(−1)kN !

(N − k)!
· 1

Γ(j + 1 + k)Γ(k + 1)
xk (18.103)

利用
Γ(k −N)

Γ(−N)
= (−1)k

N !

(N − k)!
(18.104)

可得拉盖尔多项式的最终形式：

LjN (x) =
N∑
k=0

(N + j)!(−1)k

(N − k)!k!(k + j)!
xk (18.105)

拉盖尔多项式的生成函数 设生成函数为

gj(t, x) =
∞∑
n=0

ant
nLjn(x) (18.106)

对 x求导，利用
d

dx
LjN (x) = −Lj+1

N−1(x) (18.107)

我们得到：

∂gj
∂x

= −
∞∑
n=0

ant
nLj+1

n−1(x) = −t
∞∑
n=0

ant
n−1Lj+1

n−1(x) = −tgj+1(t, x) (18.108)

令 an = 1，则

gj(t, 0) =
∞∑
n=0

tnLjn(0) =
∞∑
n=0

(n+ j)!

n!j!
tn = (1− t)−j−1 (18.109)
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由此我们引入新函数

gj(t, x) = (1− t)−j−1g(t, x) (18.110)

将其代入 (18.108) 得
∂g

g
= − t

1− t
dx⇒ g(t, x) = C(t)e−tx/(1−t) (18.111)

最终得到生成函数形式：

gj(t, x) =
e−tx/(1−t)

(1− t)j+1
(18.112)

定理 18.2 设

gj(t, x) :=
e−tx/(1−t)

(1− t)j+1
(18.113)

则其泰勒展开式中的第 n阶系数即为 Ljn(x)：

Ljn(x) =
1

n!

∂n

∂tn
e−tx/(1−t)

(1− t)j+1

∣∣∣∣∣
t=0

(18.114)
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18.3 波动方程

在前述各节中，时间变量只出现为一阶导数项。因此，就时间而言，我们处理的是一阶常微

分方程。这意味着只需给出所研究物理量（如温度 T 或薛定谔波函数 ψ）的初始值，就能唯一

确定其解。波动方程为：

∇2ψ =
1

c2
∂2ψ

∂t2
(18.115)

该方程包含时间的二阶导数项，因此其通解中需包含两个任意常数。为确定这两个常数，我们

需要两个初始条件。例如，在两端固定的绳子中产生的驻波情形，仅知道绳子的初始形状不足

以唯一确定波函数，还需给出绳子上各点的初始（横向）速度，即初始速度分布。

例 18.1 最简单的波动方程为一维情形，例如绳子上的波动，其方程为：

∂2ψ

∂x2
=

1

c2
∂2ψ

∂t2
(18.116)

其中 c为波传播速度，对于绳子来说，c =
√
τ/ρ，其中 τ 为张力，ρ为线密度。

设绳子长度为 a，两端固定，即在 x = 0 和 x = a 处，位移 ψ = 0。进行变量分离，设

ψ(x, t) = X(x)T (t)，代入得到两个常微分方程：

d2X

dx2
+ λX = 0,

d2T

dt2
+ c2λT = 0 (18.117)

第一个方程结合边界条件解为：

Xn(x) = sin
(nπx

a

)
, λn =

(nπ
a

)2
, n = 1, 2, . . . (18.118)

第二个方程的通解为：

Tn(t) = An cosωnt+Bn sinωnt, ωn =
cnπ

a
(18.119)

因此，一般解为：

ψ(x, t) =
∞∑
n=1

[An cosωnt+Bn sinωnt] sin
(nπx

a

)
(18.120)

设初始位形为 ψ(x, 0) = f(x)，由傅里叶级数展开得：

f(x) =

∞∑
n=1

An sin
(nπx

a

)
, An =

2

a

∫ a

0
f(x) sin

(nπx
a

)
dx (18.121)

同样，如果给定初始速度分布 ∂ψ
∂t

∣∣∣
t=0

= g(x)，则对时间求导并取 t = 0 得：

g(x) =
∞∑
n=1

ωnBn sin
(nπx

a

)
, Bn =

2

aωn

∫ a

0
g(x) sin

(nπx
a

)
dx (18.122)

其中 ωn 被称为第 n阶振动模频率。一般解即为无穷多个振动模的线性叠加。实际中可通过适当

的初始条件激发某一或有限多个模。
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18.3.1 圆形膜的振动

圆形鼓面上的波动在数学物理发展史上具有重要意义，因为其研究首次引出了贝塞尔函数

的应用。本例即讨论圆形膜上的波动。

对于覆盖圆柱的圆形膜，波动方程 (18.115) 在柱坐标下变为：

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂ψ

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2ψ

∂φ2
=

1

c2
∂2ψ

∂t2
(18.123)

对变量进行分离，得：

S(φ) = A cosmφ+B sinmφ 其中 m = 0, 1, 2, . . .

T (t) = C cosωt+D sinωt

d2R

dρ2
+

1

ρ

dR

dρ
+

(
ω2

c2
− m2

ρ2

)
R = 0

最后一个方程是贝塞尔微分方程，其在 ρ = 0 处有界且在 ρ = a 处为零的解为：

R(ρ) = EJm

(xmn
a
ρ
)
, 其中

ω

c
=
xmn
a
, n = 1, 2, . . . (18.124)

这表明仅有频率 ωmn = c
axmn 被激发。若设初始膜形为 f(ρ, φ)，且初始速度为零，则 D = 0，

通解为：

ψ(ρ, φ, t) =
∞∑
m=0

∞∑
n=1

Jm

(xmn
a
ρ
)
cos
(cxmn

a
t
)
(Amn cosmφ+Bmn sinmφ) (18.125)

其中，

Amn =
2

πa2J2
m+1(xmn)

∫ 2π

0
dφ

∫ a

0
dρ ρf(ρ, φ)Jm

(xmn
a
ρ
)
cosmφ

Bmn =
2

πa2J2
m+1(xmn)

∫ 2π

0
dφ

∫ a

0
dρ ρf(ρ, φ)Jm

(xmn
a
ρ
)
sinmφ

在推导中使用了贝塞尔函数的正交性。特别地，若初始位移 f(ρ) 与 φ 无关，则仅 m = 0 项保

留，有：

ψ(ρ, t) =
∞∑
n=1

AnJ0

(x0n
a
ρ
)
cos
(cx0n

a
t
)

(18.126)

其中，

An =
4

a2J2
1 (x0n)

∫ a

0
dρ ρf(ρ)J0

(x0n
a
ρ
)

(18.127)

注意：在演化过程中，波动不会产生 φ方向的依赖性。
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19 格林函数初步

19.1 傅里叶变换与格林函数

设我们有一个关于 n 个未知量的 n 元线性方程组，目标是求解该系统。一个方便的方法是

使用矩阵。记 L 为系数矩阵，y 为未知量列向量，f 为右端常数列向量。整个方程组可以用矩阵

方程以及其对应的分量形式表示为：

Ly = f ,
n∑
j=1

Lijyj = fi, i = 1, 2, . . . , n (19.1)

如果 L 存在逆矩阵 G，即存在 G 使得 LG = 1，则该线性方程组的解可以形式上写为：

y = Gf

或在分量形式下表示为：

yi =
n∑
j=1

Gijfj , i = 1, 2, . . . , n (19.2)

这表明求解线性方程组的问题转化为求解系数矩阵的逆，而这个逆矩阵一旦确定，与右端向量

f 的具体取值无关。只要给定新的 f，都可以直接用已知的 G 计算出对应的解。

注意单位矩阵的元素正是克罗尼克 δ 符号，因此逆矩阵 G 满足的条件可以写为：

LG = 1,
n∑
j=1

LijGjk = δik, i, k = 1, 2, . . . , n (19.3)

这个思想正是格林函数方法的基础，其将在连续变量的偏微分方程背景下推广。

现在我们将列向量 v 看作一个“机器”：给它一个从 1 到 n 的整数输入，它将输出一个实数，

即该指标对应的向量分量。类似地，矩阵 M 也可以看作一个机器：输入两个从 1 到 n 的整数，

它将输出一个实数。我们可以将这一过程写作：

v(i) = vi, 以及 M(i, j) =Mij , i, j = 1, 2, . . . , n (19.4)

我们是否可以将这个“机器”的作用推广到实数集合？即，若向量机器接受任意实数作为输入，它

就变成一个函数：函数接受一个实数并返回一个实数。将 i替换为 x，我们有 v(x) = vx := v(x)

（因为 vx 并不常见），类似地，M(x, x′) =Mxx′ :=M(x, x′)。此外，所有求和符号都应替换为积

分。例如，式 (19.1) 对应的方程组将推广为：

Ly = f ,

∫ b

a
L(x, x′)y(x′) dx′ = f(x)

其中 (a, b) 是实轴上的一个区间，通常取为 (−∞,∞)。那么 L(x, x′) 的意义何在？它可以是两个

变量的函数，但更有趣的是，它可以是一个微分算符。然而，微分算符是局域算符——即它是某

点 x 处的各种阶导数的线性组合。因此，为使上述积分在 x点“坍缩”，唯一的方式是令

L(x, x′) = δ(x− x′)L(x) := δ(x− x′)Lx′ (19.5)
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其中 Lx 被定义为作用于变量 x上的微分算符。

现在我们已经将微分算符推广为矩阵的对应对象，那么它的逆算符该如何定义？换言之，我

们如何推广式 (19.3)？我们自然猜想到克罗尼克 δ 应被狄拉克 δ 函数所取代。带着这个猜想，我

们将 (19.3) 推广为： ∫ b

a
L(x, x′)G(x′, x0) dx

′ = δ(x− x0)

将式 (19.5) 代入上式右边得到：∫ b

a
δ(x− x′)LxG(x

′, x0) dx
′ = δ(x− x0)

或等价地：

LxG(x, x0) = δ(x− x0) (19.6)

满足该方程的函数G(x, x0) 称为微分算符 Lx 的格林函数（Green’s function）。如果我们能找

到某个微分算符的格林函数，那么微分方程 Lxy(x) = f(x) 的解可以写成下列形式（即式 (19.2)
的推广）：

y(x) =

∫ b

a
G(x, x′)f(x′) dx′ (19.7)

为了验证这一点，我们只需将上式代入 Lxy(x) 中：

Lxy(x) = Lx

∫ b

a
G(x, x′)f(x′) dx′ =

∫ b

a
LxG(x, x

′)f(x′) dx′

=

∫ b

a
δ(x− x′)f(x′) dx′ = f(x)

这说明，只要知道微分算符的格林函数 G(x, x′)，就可以通过 (19.7) 得到任意右端 f(x) 对应的

解 y(x)。

格林函数是求解微分方程的重要工具。常微分方程中只涉及一个变量的导数，而偏微分方

程则涉及多个变量的导数。设 x 表示这些变量的集合，则微分算符可以记作 Lx，其对应的格林

函数记为 G(x,x′)，满足以下偏微分方程：

LxG(x,x
′) = δ(x− x′) (19.8)

由于傅里叶变换能将微分运算转化为代数运算，同时狄拉克 δ 函数也具有非常简单的傅里叶逆

变换，因此使用傅里叶变换技术可以便捷地求解格林函数。

例如，若 Lx 是一个常系数的二阶偏微分算符（关于 n个变量），我们仅对变量 x 作傅里叶

变换，有

G(x,x′) =
1

(2π)n/2

∫
dnk G̃(k,x′) eik·x (19.9)

δ(x− x′) =
1

(2π)n

∫
dnk eik·(x−x′) (19.10)

将 (19.8) 两边同时进行傅里叶变换，得到∫
dnk G̃(k,x′)Lxe

ik·x =
1

(2π)n/2

∫
dnk eik·xe−ik·x

′
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当微分算符 Lx 作用于指数函数 eik·x 时，将产生 kj 分量的多项式 p(kj)（通常为 kj 的二次多项

式）。因此，比较两边的 eik·x 系数，得到

G̃(k,x′) p(kj) =
1

(2π)n/2
e−ik·x

′ ⇒ G̃(k,x′) =
1

(2π)n/2
e−ik·x

′

p(kj)

将其代入 G(x,x′) 的傅里叶逆变换式中，有

G(x,x′) =
1

(2π)n

∫
dnk

eik·(x−x′)

p(kj)

这表明格林函数仅依赖于变量之差 x− x′。因此我们得到

G(x− x′) =
1

(2π)n

∫
dnk

eik·(x−x′)

p(kj)
(19.11)
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19.2 拉普拉斯算符的格林函数

已知拉普拉斯算符有 p(kj) = −k2。因此，当 n = 3 时，式 (19.11) 变为

G(r− r′) = − 1

(2π)3

∫
d3k

eik·(r−r′)

k2
(19.12)

为了计算该积分，采用 k空间中的球坐标，并令极轴方向沿向量 r−r′，则有 d3k = k2 sin θ dk dθ dφ，

代入上式得：

G(r− r′) = − 1

(2π)3

∫ ∞

0
k2 dk

∫ π

0
sin θ dθ

∫ 2π

0
dφ

eik|r−r′| cos θ

k2

φ积分结果为 2π，对 θ 积分令 u = cos θ，积分化简为：

G(r− r′) =
1

(2π)2

∫ ∞

0
dk

∫ −1

1
du eik|r−r′|u =

1

(2π)2

∫ ∞

0
dk

eik|r−r′|u

ik|r− r′|

∣∣∣∣∣
−1

1

=
1

(2π)2|r− r′|

∫ ∞

0
dk

e−ik|r−r′| − eik|r−r′|

ik

= − 2

(2π)2|r− r′|

∫ ∞

0
dk

sin(k|r− r′|)
k

该积分的结果为 π/2，于是最终得到拉普拉斯算符的格林函数为

G(r− r′) = − 1

4π|r− r′|
(19.13)

由此，结合 ∇2G(r− r′) = δ(r− r′)，我们得到另一个重要结果：

∇2

(
1

|r− r′|

)
= −4πδ(r− r′) (19.14)

利用拉普拉斯算符的格林函数，我们可以求解静电学中的泊松方程：

∇2Φ(r) = −4πkeρ(r)

应用三维格林函数表示法（参见式 (19.7)），得到解为：

Φ(r) = −4πke

∫
d3x′G(r− r′)ρ(r′) = ke

∫
d3x′

ρ(r′)

|r− r′|

这正是由体电荷密度 ρ(r) 产生的静电势表达式。
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19.3 热传导方程的格林函数

热传导方程为
∂T

∂t
= κ2∇2T (r), 或

∂T

∂t
− κ2∇2T (r) = 0 (19.15)

这是一个包含四个变量的偏微分方程。我们将 t视为第零个坐标，r 为其余三个空间变量；对应

地，四维 k 空间由 k0 和 k 组成。式 (19.11) 中的多项式为

p(kj) = ik0 + κ2(k21 + k22 + k23) := ik0 + κ2k2

因此，在 n = 4 的情况下，式 (19.11) 给出

G(x− x′) =
1

(2π)4

∫
d4k

eik0(x0−x
′
0)+ik·(r−r′)

ik0 + κ2k2

=
1

(2π)4

∫
d3k eik·(r−r′)

∫ ∞

−∞
dk0

eik0(x0−x
′
0)

ik0 + κ2k2
(19.16)

先做 k0 积分。将分子分母同乘 −i，使分母变为 k0 − iκ2k2，然后使用留数定理并选择上半平面

闭合路径（假设 x0 − x′0 > 0），被积函数在 k0 = iκ2k2 处有一阶极点，因此有：∫ ∞

−∞
dk0

eik0(x0−x
′
0)

ik0 + κ2k2
= −i

∫ ∞

−∞
dk0

eik0(x0−x
′
0)

k0 − iκ2k2
= −i(2πi)e−κ2k2(x0−x′0)

将上式代入 (19.16)，并在三维 k 空间中引入球坐标，取极轴沿 r− r′，有

G(x− x′) =
1

(2π)3

∫
d3k eik·(r−r′)e−κ

2k2(x0−x′0)

=
1

(2π)3

∫ ∞

0
k2e−κ

2k2(x0−x′0)dk

∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dφ eik|r−r′| cos θ

φ的积分结果为 2π，而类似于拉普拉斯算子的情形，θ 积分结果为 2 sin(k|r− r′|)/(k|r− r′|)。因

为 k 积分的被积函数关于 k 是偶函数，我们可以将积分下限延拓到 −∞，并引入因子 1/2，于是

式 (19.16) 变为：

G(x− x′) =
2

(2π)2|r− r′|

∫ ∞

0
ke−κ

2k2(x0−x′0) sin(k|r− r′|) dk

=
1

(2π)2|r− r′|

∫ ∞

−∞
ke−κ

2k2(x0−x′0) sin(k|r− r′|) dk

由于正弦函数是复指数的虚部，可以写作：

G(x− x′) =
1

(2π)2|r− r′|
Im

∫ ∞

−∞
k e−κ

2k2(x0−x′0)+ik|r−r′| dk (19.17)

将指数配方完成平方：

−κ2k2(x0 − x′0) + ik|r− r′| = −κ2(x0 − x′0)

(
k − i|r− r′|

2κ2(x0 − x′0)

)2

− |r− r′|2

4κ2(x0 − x′0)

记括号中的虚数为 iα，代入 (19.17) 式得：

G(x− x′) =
e
− |r−r′|2

4κ2(x0−x′0)

(2π)2|r− r′|
Im

∫ ∞

−∞
k e−κ

2(x0−x′0)(k−iα)2 dk (19.18)
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变换变量 u = k − iα，则积分变为：∫ ∞

−∞
(u+ iα)e−κ

2(x0−x′0)u2 du = iα

∫ ∞

−∞
e−κ

2(x0−x′0)u2 du = iα

√
π

κ2(x0 − x′0)

其中关于 u 的奇函数部分积分为零，同时利用了高斯积分结果。将 α = |r − r′|/(2κ2(x0 − x′0))

代入 (19.18) 式，得：

G(x− x′) =
e
− |r−r′|2

4κ2(x0−x′0)

(2π)2|r− r′|
· |r− r′|
2κ2(x0 − x′0)

·
√

π

κ2(x0 − x′0)

若记 x0 = t且设 x′0 = t′ = 0，最终得到热传导方程的格林函数：

G(r− r′; t) =
e−

|r−r′|2

4κ2t

(4πκ2t)3/2
(19.19)
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19.4 波动方程的格林函数

波动方程写作：
1

c2
∂2Ψ

∂t2
−∇2Ψ = 0 (19.20)

其中 c 是波速，该方程是四个变量的偏微分方程。与热传导方程类似，我们将时间变量标记为

第 0 个坐标。相应的 p(kj) 多项式为

p(kj) = −k
2
0

c2
+ k21 + k22 + k23 := −k

2
0

c2
+ k2

根据傅里叶变换形式，格林函数可以写作：

G(x− x′) = − 1

(2π)4

∫
d4k

eik0(x0−x
′
0)+ik·(r−r′)

k20/c
2 − k2

= − c2

(2π)4

∫
d3k eik·(r−r′)

∫ ∞

−∞
dk0

eik0t

k20 − c2k2
(19.21)

其中我们令 t = x0 且设 x′0 = t′ = 0。

我们接下来专注于 k0 的积分，并使用留数定理对其求解。被积函数在实轴上有两个极点

k0 = ±ck，如何处理这些极点将导致不同的格林函数。我们的一种处理方式是将极点略微上移，

即赋予它们一个无穷小的正虚部。

若 t > 0，积分路径应在上半平面并假定大圆弧部分贡献为零；若 t < 0，则积分路径应在

下半平面，此时因无包围极点，积分为零。记被积函数为 f，则有：∫ ∞

−∞
dk0

eik0t

k20 − c2k2
= 2πi [Res(f(ck)) + Res(f(−ck))]

留数分别为：

Res(f(ck)) =
eickt

2ck
, Res(f(−ck)) = −e

−ickt

2ck

因此 k0 的积分为： ∫ ∞

−∞
dk0

eik0t

k20 − c2k2
= −2π

sin(ckt)

ck

代入式 (19.21)，得到：

G(x− x′) =
c

(2π)3

∫
d3k eik·(r−r′) sin(ckt)

k

使用 k 空间的球坐标积分后，得到：

G(r− r′; t) =
2c

(2π)2|r− r′|

∫ ∞

0
dk sin(k|r− r′|) sin(ckt)

化为复指数并整理得：

G(r− r′; t) = − c

4(2π)2|r− r′|
· 2
∫ ∞

−∞
dk
[
eick(t+|r−r′|/c) − eick(t−|r−r′|/c)

]
= − 1

2(2π)2|r− r′|

[
2πδ

(
t+

|r− r′|
c

)
− 2πδ

(
t− |r− r′|

c

)]
(19.22)
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由于 t > 0，第一项 δ(t+ |r− r′|/c) 为零。因此波动方程的格林函数最终形式为：

Gret(r− r′; t) =
δ
(
t− |r−r′|

c

)
4π|r− r′|

(19.23)

下标 ret 表示推迟格林函数。由 δ 函数可知，Gret 仅在波动传播时间 t = |r− r′|/c时不为零。若

我们将极点移入下半平面，并设 t < 0，则将得到提前格林函数：

Gadv(r− r′; t) =
δ
(
t+ |r−r′|

c

)
4π|r− r′|

(19.24)
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20 变分法初步

在典型的多变量极值问题中，我们给定一个 n变量函数 f(x1, x2, . . . , xn)，要求找出使该函

数取得极大或极小值的变量组。常规做法是将函数对每个变量的偏导数设为零，从而构造出待

求解的方程组。

从几何角度看，f 是 n 维空间中的函数，该问题即是在该空间中寻找函数值相较于邻域最

大或最小的点。还有另一种几何视角：将变量 (x1, x2, . . . , xn) 理解为一条二维坐标系中的折线

路径。横坐标限定为整数 1, 2, . . . , n，每个变量 xi 对应于点 (i, xi)。连接相邻点便得一条路径，

如图 112 所示。

图 112: 对于每个整数 i，选择实数 xi 并绘制点 (i, xi)。连接这些点形成路径，图中显示的是 n = 5

的两条不同路径。

现在可将极值问题表述为路径之间的比较：找出在所有可能路径中，使 f 相较于邻近路径

取极值的那条路径。为实现这一目标，我们对路径中某点的坐标进行扰动。设 xα 为一个变量，

其中 α 不一定是 1 到 n之间的整数。我们对 xα 求偏导，并令其为零：

∂f

∂xα
=

n∑
i=1

∂f

∂xi

∂xi
∂xα

=
n∑
i=1

∂f

∂xi
δαi = 0 (20.1)

当α不是 1, . . . , n中的整数时，f 不依赖于 xα，因此左边恒为零；当α属于该整数集合时，式 (20.1)
就是我们需要满足的极值条件之一。
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20.1 变分问题

我们在上一节中以路径形式讨论极值问题的处理，是为了准备处理涉及平滑路径变化的情

形。一类典型的变分问题包含一个其值依赖于路径的函数，即它的输入是一条路径，输出是一

个实数。

我们称这样的对象为泛函（functional），因为它的自变量不是一组数，而是一个函数。如果

我们用 L 表示一个泛函，且 x(t) 表示 tx 平面上的一条路径，那么该路径下泛函的值记为 L[x]。

最常见的泛函形式是对某个函数 L(x, ẋ, t) 沿某个区间 (a, b) 做积分，其中 x(t) 是路径，ẋ(t)

是其导数，即

L[x] =

∫ b

a
L(x(t), ẋ(t), t) dt (20.2)

对于每一条路径，L(x, ẋ, t) 在该路径上成为 t 的一个函数，可以对其进行积分以得到一个数值。

变分问题的目标是寻找使得该泛函取得极大或极小值的路径。

20.1.1 欧拉–拉格朗日方程

回到式 (20.2)，我们思考是否存在某种“对路径求导”的过程，通过将其设为零来求解最优路

径。这种对函数求导的过程称为泛函导数（functional derivative），通常用 δ 而不是 ∂ 表示。我们

写出：
δL[x]

δx(τ)
=

δ

δx(τ)

∫ b

a
L(x(t), ẋ(t), t) dt =

∫ b

a

δ

δx(τ)
L(x(t), ẋ(t), t) dt (20.3)

类比于式 (20.1)，并注意到 L是 x、ẋ和 t的普通函数（而非泛函），我们有：

δ

δx(τ)
L(x(t), ẋ(t), t) =

∂L

∂x

δx(t)

δx(τ)
+
∂L

∂ẋ

δẋ(t)

δx(τ)
(20.4)

其中，t 独立于 x(τ)。在离散情形中，∂xi/∂xα = δαi，该结果在连续情形中的推广就是狄拉克

delta函数。严格的推导超出本课程范围，我们直接写出这一基本泛函导数公式：

δx(t)

δx(τ)
= δ(t− τ) (20.5)

我们继续讨论式 (20.4) 中第二项的泛函导数。利用导数的定义以及式 (20.5)，可得：

δẋ(t)

δx(τ)
=

δ

δx(τ)
lim
ϵ→0

x(t+ ϵ)− x(t)

ϵ

= lim
ϵ→0

[
1

ϵ

(
δx(t+ ϵ)

δx(τ)
− δx(t)

δx(τ)

)]
= lim

ϵ→0

[
1

ϵ
(δ(t+ ϵ− τ)− δ(t− τ))

]
=

d

dt
δ(t− τ) (20.6)

将 (20.5) 与 (20.6) 代入 (20.4)，再代入 (20.3)，得到：

δL[x]

δx(τ)
=

∫ b

a

[
∂L

∂x
δ(t− τ) +

∂L

∂ẋ

d

dt
δ(t− τ)

]
dt

=
∂L

∂x
(τ)− d

dτ

(
∂L

∂ẋ
(τ)

)
(20.7)
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其中，最后一步使用了狄拉克 delta 函数及其导数的性质。我们已假设 τ ∈ (a, b)。得到了泛函导

数之后，将其设为零，即得到使泛函 L[x] 取极值的路径 x(t) 所满足的方程：

∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= 0 (20.8)

这就是欧拉–拉格朗日方程（Euler–Lagrange Equation），它是变分法的核心方程。只要给定函数

L(x, ẋ, t)，我们就可以计算其偏导数，并代入式 (20.8)，进而求解得到满足变分条件的路径。需

要指出的是，路径函数可以写成 y(x)、x(t) 或其他形式，具体取决于问题中所用的变量。

20.1.2 贝尔特拉米恒等式

大多数变分问题中，被积函数 L与时间 t无关。在这种情况下，欧拉–拉格朗日方程可以大

大简化。考虑 L对时间 t的全导数：

dL

dt
=
∂L

∂x
ẋ+

∂L

∂ẋ

dẋ

dt
(20.9)

由欧拉–拉格朗日方程 (20.8) 可知：
∂L

∂x
=

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
将其代入 (20.9) 得：

dL

dt
= ẋ

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
+
∂L

∂ẋ

dẋ

dt
=

d

dt

(
ẋ
∂L

∂ẋ

)
因此，

d

dt

(
L− ẋ

∂L

∂ẋ

)
= 0

这意味着括号中的表达式在整个路径上恒为常数，从而得到贝尔特拉米（Beltrami）恒等式：

L− ẋ
∂L

∂ẋ
= C (20.10)

其中 C 是常数。该恒等式在 L不含显式时间依赖时极为有用，它提供了一种一阶方法来求解变

分问题。

20.1.3 多个依赖变量

前述的路径函数（公式 (20.2)）仅包含一个依赖变量。然而，我们也可以考虑在 m 维空间

中的路径，其中 L依赖于多个变量 {xα(t)}mα=1 及其导数。这一推广是直接的：将公式 (20.3) 中

的 x(τ) 替换为 xα(τ)，则公式 (20.4) 改写为：

δ

δxα(τ)
L(x(t), ẋ(t)) =

m∑
β=1

[
∂L

∂xβ

δxβ(t)

δxα(τ)
+

∂L

∂ẋβ

δẋβ(t)

δxα(τ)

]
,

其中 x = (x1, x2, . . . , xm) 表示多维路径。我们需要使用如下推广的函数导数结果（类似于 (20.5)
和 (20.6)）：

δxβ(t)

δxα(τ)
= δαβδ(t− τ),

δẋβ(t)

δxα(τ)
= δαβ

d

dt
δ(t− τ) (20.11)
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将这些结果代入上式，得到：

δ

δxα(τ)
L(x(t), ẋ(t)) =

∂L

∂xα
δ(t− τ) +

∂L

∂ẋα

d

dt
δ(t− τ),

这与公式 (20.7) 形式相同，只是将 x 和 ẋ 替换为 xα 和 ẋα。因此，我们得到多变量情况下的欧

拉–拉格朗日方程：
∂L

∂xα
− d

dt

(
∂L

∂ẋα

)
= 0, α = 1, 2, . . . ,m (20.12)

20.1.4 多个自变量

公式 (20.12) 是欧拉–拉格朗日方程的一种推广形式，它仍然是关于路径的（尽管路径可能

在多维空间中是弯曲的）。另一种重要的推广是将路径拓展为曲面：此时，依赖变量是若干个自

变量的函数。考虑一个函数 ϕ，它依赖于 m 个自变量，记为 x = (x1, x2, . . . , xm)。对应的泛函

为：

L[ϕ] =

∫∫
Ω
dmxL (ϕ;ϕ,1, ϕ,2, . . . , ϕ,m;x) (20.13)

其中 ϕ,α := ∂ϕ/∂xα 表示 ϕ 对 xα 的偏导数，Ω 是 m 维空间中的区域。注意：我们使用 L 而非

L 表示被积函数，是为了表明该积分是多变量的体积积分。

泛函导数形式 (20.4) 在此推广为：

δ

δϕ(y)
L =

∂L
∂ϕ

δϕ(x)

δϕ(y)
+

m∑
α=1

∂L
∂ϕ,α

δϕ,α(x)

δϕ(y)
(20.14)

其中用到了如下推广的变分关系：

δϕ(x)

δϕ(y)
= δ(x− y),

δϕ,α(x)

δϕ(y)
=

∂

∂xα
δ(x− y) (20.15)

将上述结果代入 (20.13) 的泛函导数并令其为零，可得多变量形式的欧拉–拉格朗日方程：

∂L
∂ϕ

−
m∑
α=1

∂

∂xα

(
∂L
∂ϕ,α

)
= 0 (20.16)

若有多个依赖变量 {ϕi}Ni=1，记作 Φ，以及多个自变量 {xα}mα=1，则泛函形式为：

L[Φ] =

∫∫
Ω
dmxL (Φ;Φ,1, . . . ,Φ,m;x) (20.17)

泛函导数推广为：

δ

δϕi(y)
L =

N∑
j=1

∂L
∂ϕj

δϕj(x)

δϕi(y)
+

N∑
j=1

m∑
α=1

∂L
∂ϕj,α

δϕj,α(x)

δϕi(y)
(20.18)

其中，
δϕj(x)

δϕi(y)
= δijδ(x− y),

δϕj,α(x)

δϕi(y)
= δij

∂

∂xα
δ(x− y) (20.19)

代入后可得一般形式的欧拉–拉格朗日方程组：

∂L
∂ϕi

−
m∑
α=1

∂

∂xα

(
∂L
∂ϕi,α

)
= 0, i = 1, 2, . . . , N (20.20)

这一方程在场论、连续介质力学、广义相对论等领域中具有广泛应用。
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20.2 二次变分

欧拉–拉格朗日方程是通过令一阶变分 (20.7) 为零得到的。这与多变量微积分中的极值问题

类似：此过程只能判断函数在某点是否取得极值，但无法确定是极大值还是极小值。为了进一

步判断其性质，我们需要像多变量函数一样引入“二阶导数检验”。

在微积分中，最简单的判断方法是利用泰勒展开，并忽略高于二阶的项，以判断该点附近

的函数变化趋势。设 f 是 N 个自变量 {xi}Ni=1 := x 的函数，在点 x0 的二阶泰勒展开为：

f(x) = f(x0) +
N∑
i=1

(xi − x0i)f,i(x0) +
1

2

N∑
i,j=1

(xi − x0i)(xj − x0j)f,ij(x0) (20.21)

其中记号约定为：

f,i :=
∂f

∂xi
, f,ij :=

∂2f

∂xi∂xj

若 x0 是 f 的极值点，则有 f,i(x0) = 0，从而上式化为：

f(x)− f(x0) =
1

2

N∑
i,j=1

(xi − x0i)(xj − x0j)f,ij(x0) := δ2f(x0) (20.22)

我们将右边的二次型记为 δ2f(x0)，称为函数 f 在点 x0 处的二次变分（second variation）。因此，

多变量函数的极值判别法则可以表述如下：

若对于任意邻近 x0 的点，二次变分 δ2f(x0) > 0，则 x0 是极小值点；

若对于任意邻近 x0 的点，二次变分 δ2f(x0) < 0，则 x0 是极大值点。

将多变量极值问题推广到变分问题依然遵循“从离散到连续”的思路。对于最一般形式的泛函（见

式 (20.17)），其对应的二次变分为：

δ2L [Φ0] =
1

2

N∑
i,j=1

∫∫
Ω
dmx

∫∫
Ω
dmy

(
ϕi(x)− ϕi0(x)

) (
ϕj(y)− ϕj0(y)

) δ2L

δϕi(x)δϕj(y)
[Φ0]

(20.23)
其中 Φ0 是欧拉-拉格朗日方程的解，右侧最后一项表示在该解处取二次变分导数。对于只有一

个从属变量 ϕ 而存在多个自变量的情形，式 (20.23) 简化为：

δ2L [ϕ0] =
1

2

∫∫
Ω
dmx

∫∫
Ω
dmy (ϕ(x)− ϕ0(x)) (ϕ(y)− ϕ0(y))

δ2L

δϕ(x)δϕ(y)
[ϕ0] (20.24)

若只有一个自变量，但多个从属变量 x(t) = (x1(t), . . . , xN (t))，则二次变分为：

δ2L [x0] =
1

2

N∑
i,j=1

∫ b

a
dt

∫ b

a
dτ (xi(t)− xi0(t)) (xj(τ)− xj0(τ))

δ2L

δxi(t)δxj(τ)
[x0] (20.25)

而对于最基本的情形——一个自变量和一个从属变量——二次变分为：

δ2L [x0] =
1

2

∫ b

a
dt

∫ b

a
dτ (x(t)− x0(t)) (x(τ)− x0(τ))

δ2L

δx(t)δx(τ)
[x0] (20.26)

在计算二次变分时，我们还需涉及对从属变量的高阶导数的变分导数。特别地，有如下公式：

δϕj,αβ(x)

δϕi(y)
= δij

∂2

∂xβ∂xα
δ(x− y) (20.27)
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20.3 带约束的变分问题

前面讨论的变分问题都是在边界条件下求解的，即所有的“路径”或极值候选都必须通过同

样的边界。在许多实际应用中，还会存在其他辅助条件或约束条件，这些条件同样需要被满足。

一个典型的例子是：在周长固定的前提下，求使面积最大的封闭曲线。处理这类带有约束的变

分问题最优雅的方法是使用拉格朗日乘子法。

假设我们希望寻找某条曲线，不仅使泛函

L[x] =

∫ b

a
L(x(t), ẋ(t), t) dt (20.28)

取得极值，而且还要求另一个泛函

K[x] =

∫ b

a
G(x(t), ẋ(t), t) dt (20.29)

取固定值 l。这种类型的问题称为“等周问题”（isoperimetric problem）。与多变量微积分中的拉格

朗日乘子法完全类似，我们构造新的函数 L+ λG，并对其进行极值化处理。这样，所需满足的

欧拉-拉格朗日方程变为：
∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
+ λ

(
∂G

∂x
− d

dt

∂G

∂ẋ

)
= 0 (20.30)

其中 λ是拉格朗日乘子，它需要根据约束条件 K[x] = l 来确定。

例 20.1 设在上半平面中，所有长度为 l 的曲线都通过点 (−a, 0) 和 (a, 0)，问：哪条曲线与区间

[−a, a] 所围成的面积最大？所求的函数 y(x) 需使泛函

L[y] =

∫ a

−a
y dx (20.31)

取得极大值，且满足以下约束条件：

y(−a) = 0 = y(a), K[y] =

∫ a

−a

√
1 + y′2 dx = l (20.32)

由公式 (20.30)，代入 L = y, G =
√

1 + y′2，可得欧拉-拉格朗日方程：

1 + λ
d

dx

(
y′√

1 + y′2

)
= 0 (20.33)

对上式积分得到：

x+ λ
y′√

1 + y′2
= C1 (20.34)

解出 y′ 得：

y′ = ± C1 − x√
λ2 − (C1 − x)2

(20.35)

再次积分，得到 y(x) 的表达式：

y = ±
√
λ2 − (C1 − x)2 + C2 (20.36)
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化为标准形式可得：

(x− C1)
2 + (y − C2)

2 = λ2 (20.37)

这是一个以 (C1, C2) 为圆心、λ为半径的圆。三个未知数 C1、C2 和 λ可由边界条件与约束条件

确定：

y(−a) = 0 = y(a), K[y] = l (20.38)

另一类具有约束的变分问题出现在具有一个自变量和多个因变量的情形中，其约束条件为：

g(x(t), ẋ(t), t) = 0 (20.39)

这类问题称为有限约束问题（finite constraint problem）。

拉格朗日乘子法 设我们需要在超曲面约束条件 g(x) = 0 下，求 n 元函数 f(x) 的极值，其中

x = (x1, x2, . . . , xn)。

在约束条件下，dx 被限制在曲面 g(x) = 0 上。唯一能与曲面上任意 dx 点积为零的 n 维向

量是曲面的法向量（或其倍数）。因此，若要使 (∇f) · dx = 0 对所有约束曲面上的 dx 成立，则

∇f 必须是曲面法向量的倍数。而该法向量正是 ∇g。由此得到极值条件：

∇f = −λ∇g 或 ∇f + λ∇g = 0

其中 λ称为拉格朗日乘子，为任意常数。这表明：为求约束条件 g(x) = 0 下函数 f 的极值，可

构造 n+ 1 元函数：

F (x1, x2, . . . , xn;λ) := f(x1, x2, . . . , xn) + λg(x1, x2, . . . , xn)

并对 F 进行无约束极值求解。其极值方程为：

∂F

∂xi
=

∂f

∂xi
+ λ

∂g

∂xi
= 0, i = 1, 2, . . . , n

∂F

∂λ
= g(x1, x2, . . . , xn) = 0 (12.30)

末式即为约束条件，它以极值方程的形式自然出现。

极值问题可能包含多个约束方程，形式如下：

gj (x1, x2, . . . , xn) := gj(x) = 0, j = 1, 2, . . . ,m (12.31)

我们可以通过以下步骤逐步消除约束：将目标函数 f (x1, x2, . . . , xn) 替换为

F1 (x;λ1) := f(x) + λ1g1(x),

此时 F1 仅需满足剩余的m− 1 个约束方程。进一步定义

F2 (x;λ1, λ2) := F1 (x;λ1) + λ2g2(x) = f(x) + λ1g1(x) + λ2g2(x)
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依此类推，可通过定义以下函数消除全部约束：

F (x;λ1, λ2, . . . , λm) := f(x) +
m∑
j=1

λjgj(x) (12.32)

对该函数进行无约束极值求解，即可得到极值方程。

我们回到具有约束的变分问题，将上述离散指标 j 被连续变量 t替代。对应地，拉格朗日乘

子也被函数 λ(t) 所取代，同时原来的求和也变成对 t 的积分。因此，变分问题变成求解下列泛

函的极值： ∫ b

a
{L(x(t), ẋ(t), t) + λ(t)g(x(t), ẋ(t), t)} dt (20.40)

对应的欧拉-拉格朗日方程为：

∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂ẋi
+ λ

(
∂g

∂xi
− d

dt

∂g

∂ẋi

)
− dλ

dt

∂g

∂ẋi
= 0, i = 1, 2, . . . , N (20.41)

若存在多个约束：

gα(x(t), ẋ(t), t) = 0, α = 1, 2, . . . ,m (20.42)

则引入m个拉格朗日乘子 λα(t)，相应的泛函为：∫ b

a

{
L(x(t), ẋ(t), t) +

m∑
α=1

λα(t)gα(x(t), ẋ(t), t)

}
dt (20.43)

由此得到的欧拉-拉格朗日方程为：

∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂ẋi
+

m∑
α=1

[
λα

(
∂gα
∂xi

− d

dt

∂gα
∂ẋi

)
− dλα

dt

∂gα
∂ẋi

]
= 0, i = 1, 2, . . . , N (20.44)

例 20.2 在所有位于以原点为中心、半径为 a的球面上，且通过两点 (x1, y1, z1) 和 (x2, y2, z2) 的

曲线中，寻找最短路径。这是一个带有限约束的变分问题，其中泛函为

L[y, z] =

∫ x2

x1

√
1 + y′2 + z′2 dx, (20.45)

约束条件为

g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − a2 = 0. (20.46)

我们引入拉格朗日乘子 λ(x)，构造新的泛函：∫ x2

x1

{√
1 + y′2 + z′2 + λ(x)

(
x2 + y2 + z2 − a2

)}
dx. (20.47)

对其进行变分，得到欧拉-拉格朗日方程：

2yλ(x)− d

dx

(
y′√

1 + y′2 + z′2

)
= 0, (20.48)

2zλ(x)− d

dx

(
z′√

1 + y′2 + z′2

)
= 0. (20.49)

解该方程组得到包含四个积分常数的一般解。这些常数可由边界条件确定：

y(x1) = y1, y(x2) = y2,

z(x1) = z1, z(x2) = z2.
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